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Matrices y Determinantes

Definicion de matriz

Matriz
Una matriz es un ente matematico equivalente a una tabla; es decir, es un arreglo de elementos de cualquier naturaleza
(aunque, en general, suelen ser nimeros) cuya estructura estd organizada en renglones y columnas.

Matematicamente, se llama matriz de m por n a un conjunto rectangular de elementos a;;, dispuestos en m renglones y

en n columnas; una matriz con estas caracteristicas tiene la forma

aj; 412 Qg3 Ain
A1 Az dz3 Aon
A=| A31 A3z d4sz3 Qa3n
Qm1 Gm2 An3 Amn

Las matrices se denotan con letras mayusculas; por ejemplo, las matrices A, B 6 C. Los elementos de las matrices se
representan con letras minudsculas y subindices que indican el lugar ocupado dentro de la matriz; por ejemplo, los
elementos a;j, b;; y ¢;j, pertenecen a las matrices A, B y C, respectivamente. La notacion de los elementos de una
matriz permite obtener una nueva representacidén para la matrices; en general, una matriz también pude escribirse
como

Amxn = (aij)

El nimero de columnas y renglones de una matriz informan sobre una propiedad importante conocida como orden,
dimensién o tamario; es decir, el orden se define con el nimero de renglones por el nimero de columnas.

EJEMPLO 6.1. Sean las matrices 4, By C.

3 —4 0 000 1 .
A=[0 o 1 B=[(0 1 0 0 c=(2)
1 -9 2 100 0

La matriz A tiene tres renglones y tres columnas, por lo que su orden es 3 X 3; la matriz B tiene un orden 3 X 4; en
tanto, la matriz C tiene un orden 2 X 1.

Igualdad de matrices
Al igual que los conjuntos numéricos o los polinomios, es posible definir la igualdad de matrices.

Sean las matrices

A=(ay) ., B= (bij)pxq
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Se dice que A = B, siy sélo sim = p, n = qy a;; = by;; es decir, la igualdad entre dos matrices se cumple si tienen el

mismo orden, y ademas, el elemento que ocupa el renglén i y la columna j es el mismo en ambas matrices.

EJEMPLO 6.2. Sean las matrices W, X,Y,y Z.
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
w=[0o o0 o x=[(0 1 0 y=(0o 1 0 Z=(0)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Las matrices W y X no son iguales, ya que el elemento w,, es diferente del elemento x,,, aln cuando tienen el mismo
orden; las matrices X y Y si son iguales, debido a que tienen el mismo orden, y el elemento x;; es igual al elemento y;;;
finalmente, las matrices Y y Z no son iguales, ya que su orden es diferente.

Operaciones con matrices
Las reglas que rigen las operaciones con matrices son similares a las establecidas en los campos numéricos ordinarios; la
diferencia radica al utilizan tablas y sus correspondientes elementos, en lugar de nimeros.

Adicion

Dadas dos matrices A y B, del mismo orden m por n, su suma es una matriz de orden m por n, calculada sumando cada
uno de los elementos homodlogos de las matrices A y B; es decir,

A+B=C
(ai), ..+ (by), = (aj+by)

. /=2 0 1\ ., (3 1 0 :
EJEMPLO 6.3. Sean las matrices P = ( 7 _g 2), Q= (—6 9 _1) yR=(-1 -2 -3).lLasumadePyQ se

calcula del siguiente modo:

P+Q:C¥ 23;)+Qi é-g)

_ (1 1 1)
1 1 1
En tanto que, la suma P + R y la suma Q + R no existen, ya que el ordende Py Q (2 X 3) no es el mismo que el orden
de R (1 X 3). En este caso, se dice que las matrices P y R (o Q y R) son inconsistentes para la suma.

La suma de matrices posee propiedades importantes, que son equivalentes a la suma numérica tradicional. Dadas las
matrices A, By C, las tres de orden m X n, entonces se cumple

v' laasociacionA+ (B+C)=(A+B) +C.
La conmutacion A+ B =B + A.
La existencia del elemento neutro 4 + 0 = A.

RN

La existencia del elemento inverso A + (—A4) = 0.

La sustraccion de matrices se cumple como un caso especial de la adicion; es decir, dadas dos matrices A y B, su
sustraccion se obtiene como
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A—B=A+(-B)

Multiplicacién

El producto dentro de las matrices presenta dos importantes variantes: el producto de matrices y el producto de una
matriz por un escalar. Ambas variantes son uno de los aspectos en los cuales las operaciones con matrices se diferencian
de las operaciones clasicas en los conjuntos numeéricos, especificamente de la multiplicacion.

Multiplicacion por un escalar

Dados una matriz A de orden m X n y un elemento numérico ¢ (conocido como escalar), el producto c - A se calcula al
multiplicar el escalar por cada uno de los elementos de A, obteniéndose otra matriz del mismo orden m X n; o sea,

c-A

¢ ()

(G .

EJEMPLO 6.4. Sean las matrices A = ( 2 1 ) B =(2 1),yelescalarc = —2. Los productos ¢ - Ay c¢ * B se calculan

-3 —4
de la siguiente manera:

c-A=(-2) (_23 _14)
c:B=(-2)(2 1)
=(—-4 -2)

Como se puede observar, el orden de una matriz no importa al momento de realizar el calculo del producto por un
escalar.

Las propiedades del producto de una matriz por un escalar se muestran a continuacién. Sean las matrices Ay B, y los
escalares c y d, entonces se cumple

v' Laasociacion (cd) - A = ¢ - (dA).
La existencia del elemento neutroc-A = A4, sic = 1.
La distribucion sobre la suma de matricesc- (A+B) =c-A+c:B.

AN

La distribucién sobre la suma de escalares (c +d) -A=c-A+d - A.
Es importante destacar que los escalares pueden ser nimeros reales o complejos.

Multiplicacion de matrices
La multiplicacién de matrices es un caso especial dentro de la naturaleza del concepto de la multiplicaciéon. Dado el
producto de dos matrices

A-B=C

Se dice que la matriz A (en la posicién izquierda de la multiplicacion) pre-multiplica a la matriz B; en el caso
complementario, la matriz B (en la posicion derecha de la multiplicacién) post-multiplica a la matriz A. Para definir la
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multiplicacién es importante considerar la posicion de cada matriz en la operacidn: el producto de dos matrices sdlo
puede definirse si el nimero de columnas de la matriz que pre-multiplica es igual al nUmero de renglones de la matriz

que post-multiplica.

Sean una matriz A de orden m X n, y una matriz B de orden n X p. El producto matricial A - B serd aquél en el cual cada
elemento de la matriz resultante se obtiene al sumar todos los productos del elemento a;,, de la fila i en la matriz A por

el elemento bnj de la columna j de la matriz B; es decir,

A-B=C
ai1 Qg2 A1n by b1z - blp
Az1 Ay An | [ b2y bzz -+ by
Am1 Am2  ° Amn byi by bnp

n n n
Z Aqxbr1 Z A1k b, Z alkbkp
k=1 k=1 k=1

n n n
Z Azxbiq z Azxbiz Z aZkbkp
k=1 k=1 k=1

n n n
Z Amibr1 Z Amibi: Z amkbkp
k=1 k=1 k=1

En la representacidn anterior el renglén en color rojo se multiplica elemento a elemento por la columna en azul; al
finalizar, esos productos resultantes se suman y se obtiene el elemento mostrado en color violeta.

Notese las siguientes peculiaridades:

v" El nimero de productos que se deben obtener para encontrar un elemento de la matriz resultante es igual al
numero de columnas de la matriz que pre-multiplica (o nimero de renglones de la matriz que post-multiplica).

v' El orden de la matriz resultante tiene el mismo nimero de renglones de la matriz que pre-multiplica, y el mismo
numero de columnas de la matriz que post-multiplica; es decir, la matriz C tiene orden m X p.

v' La multiplicacién de matrices se basa en el producto punto entre vectores de R™; es decir, tomando al renglén i de

la matriz A;,j y a la columna k de la matriz Bjy, el elemento ¢y resultante es

(ail,aiz, ...,al-j) . (blk'b2k' 'b]k) = ailblk + aizbZk + -+ aijbjk
J

= z ijbjk

n=1
1 0 2 3 1
EJEMPLOG.S.SeanIasmatricesA=(_1 3 1)yB=<2 1>.Suproductoestédadocomosigue:
1 0
(10 7). > - (DD +OD+ @D O+ QW+ RO
-1.3 UV \ , DR+ B2+ M(A) (D) + (1) +(1)(0)
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_(5 1

_(4 2)
El producto matricial presenta algunas propiedades del producto algebraico ordinario. Sean las matrices A, By C,
entonces se cumple

v' laasociaciéon (A*B)-C=A-(B- ().
v' Ladistribucion por la derecha(A+ B)-C=A-C+B-C.
v" Ladistribucion por laizquierdaC+(A+B) =C-A+ C-B.

La conmutacién no es una propiedad valida para la multiplicacién de matrices, pues en algunos casos se cumple y en
otros no.

EJEMPLO 6.6. Tomando las matrices A y B del ejemplo 1.5, se obtuvo el producto correspondiente A - B; sin embargo, si
se intentase obtener el producto B - A se llegaria a lo siguiente:

31\ o g [OO+OED BO+ME) B +MO)
(z 1)- L3 D=@0+mED @0 +mE) @)+ MM
10 MO +OCD MO +OE) (D) + O

2 3 7
=11 3 5
1 0 2

Evidentemente, no es la matriz obtenida anteriormente; por lo tanto, no es posible decir que el producto matricial es
conmutativo.

1 1 2 -1 3
EJEMPLO 6.7. Las matrices A = ( 3 4 1 ), X = < 0 ) yB = (—1) estan relacionadas por la siguiente operacion:
-2 -4 -1 2 0

A-X=B
1 1 2 -1 3
64 D60
-2 -4 -1 2 0

-1 X1
Si la matriz X se iguala a una incégnita ( 0 ) = <x2>, entonces se tendra lo siguiente:

2 X3
1 1 2 X1 3
SR ORE
-2 -4 -1/ \X3 0
X1+ x5 + 2x3
(3X1+4x2+X3>=

—2x1 — 4xy5 — X3

Finalmente, al aplicar la igualdad entre matrices se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

x1 +x2 +2.X'3 = 3
3x1 +4x2 +X3 = _1
_le —4x2 _X3 = 0
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-1

cuyo conjunto solucién es X = 0 |. Por lo tanto, un sistema de ecuaciones lineales puede ser resultado del producto
2

de dos matrices.

Matrices cuadradas

Una de las caracteristicas mas interesantes de las matrices se presenta cuando el orden de la matriz involucra un
numero igual de renglones, que de columnas; en este caso, se habla de una matriz cuadrada. Las matrices cuadradas son
herramientas muy poderosas al momento de utilizarse dentro del Algebra Lineal; una de sus aplicaciones directas son
los determinantes.

Matriz cuadrada

Sea una matriz A de orden m X n. Se dice que la matriz A es cuadrada si, y sélo si m = n; es decir, el nimero de
renglones de A es exactamente igual al nimero de columnas. En este caso se dice que el orden de la matriz es n porn, o
simplemente n.

1 0 0
EJEMPLO 6.8. DadalamatrizA=(0 1 0 |, se sabe que se trata de una matriz cuadrada, ya que posee tres columnas
0 0 1

y tres renglones; en este caso, el orden de la matriz es tres.

Las matrices cuadradas poseen tres secciones importantes: el tridngulo inferior, el tridngulo superior y la diagonal
principal. En la figura 6.1 se muestran las tres secciones, ilustradas en diferente color.

a1 Aqz Qa3 0 Qqp
Ay; Az Qy3 - Gy Diagonal principal, elementos a;;, i = j
A=| az31 a3, azz - asz, Triangulo superior, elementos a;,i < j
: : P : Triangulo inferior, elementos a;;, i > j

An1 Az Ap3z o Qg

Figura 6.1. Elementos de una matriz cuadrada.

Matriz triangular

Una matriz triangular es una matriz cuadrada cuya caracteristica principal es que uno de sus tridngulos, ya sea el inferior
o el superior, tiene todos sus elementos iguales a cero. En este caso, se pueden tener dos posibilidades:

v"  Silos elementos que estdn abajo de la diagonal principal son nulos, la matriz se llama triangular superior.
v' Silos elementos que estan arriba de la diagonal principal son nulos, la matriz se conoce como triangular inferior.

EJEMPLO 6.9. Dadas las matrices

__1 0 0 _(2 1
S (1)2;”1)1_ X(Ol)
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200 00 01 2 -1
[0 0 0 O [0 0 —-i 4
G‘oooo Y_0006

i 00 0 00 0 O

Se observa que las matrices S y G son matrices triangulares inferiores, ya que todos sus elementos por encima de la
diagonal principal son ceros; en tanto que, las matrices X y Y son matrices triangulares superiores, porque todos sus
elementos por debajo de la diagonal principal son nulos.

Existen tres propiedades importantes dentro de las matrices triangulares al momento de utilizarlas dentro de las
operaciones basicas con matrices. Dichas propiedades dicen que si A y B son dos matrices triangulares superiores (o
inferiores) del mismo orden, y @ es un escalar, entonces se cumple que:

v" A+ B es una matriz triangular superior (o inferior).
v" - A es una matriz triangular superior (o inferior).
v" A - B es una matriz triangular superior (o inferior).

Matriz diagonal
Dentro de las matrices cuadradas existe la posibilidad que tanto el tridngulo inferior como el tridngulo superior
contengan Unicamente elementos nulos. En este caso no se habla de una matriz triangular superior o inferior, sino de
una matriz diagonal.

Sea una matriz A de orden n. Se dice que A es una matriz diagonal si, y sdlo si a;; = 0,V i # j; la matriz se representa

como
agq 0 0 aiq
] 0 azp - 0 az>
A = diag(aq41,a33, -, Qnn) A= . 2. . A=
0 0 Ann Ann

EJEMPLO 6.10. Las siguientes matrices son diagonales:

3.0 0
A=<O -7 0) B=(g %) o= °
0 0 2 .

Las operaciones de suma, producto por un escalar y producto matricial con matrices diagonales dan como resultado
matrices diagonales.

Definicion de traza de una matriz y sus propiedades
Existe una cualidad que trabaja directamente con la diagonal principal de una matriz cuadrada. Dicha cualidad se conoce
como traza de una matriz y consiste en sumar todos los elementos de la diagonal principal.

Sea A una matriz cuadrada de orden n. La traza de A es un nimero que se representa como
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n
trdA = z a;i
i=1
EJEMPLO 6.11. Sea la matriz
2 -3 0 4i

99 -=3i 5 2
1+i —-i -1 7
0 0 50 4i

Su traza se calcula como

trM=2-3i—1+4i
=1+

La traza tiene propiedades importantes al momento de combinarla con las operaciones entre matrices. Sean A y B dos
matrices de orden n, y ¢ un escalar. Dichas propiedades son:

v tr(A+B)=trA+trB
v tr(ctrA) =c-trA
v tr(A-B) =tr(B-A)

EJEMPLO 6.12. Sean las matrices A = ((3; ;), B = (:i _01) y el escalar ¢ = 3; ademas, la operacion

C=cA+AB —2BA
La traza de la matriz C puede calcularse de dos formas diversas:

1. Serealiza la operaciony se obtiene su traza.

trC = tr(cA + AB — 2BA)
G 2+G D H-203 D6 D
o o+ )22 0D

5 o+(s 2)

Finalmente, se tiene que tr C = 22.
2. Se obtiene la traza de cada matriz y por medio de propiedades se llega a la traza de C.

trC = tr(cA + AB — 2BA)
= tr(cA) + tr(AB) + tr(—2BA)
=ctr(A) + tr(AB) — 2tr(4AB)
= ctr(4) — tr(4AB)

8 I Ing. Aldo Jiménez Arteaga




ALG | 2016

=30) -7

Porlo que sellegaatrC = 22, que es el resultado obtenido anteriormente.

Matriz identidad
Dentro de las matrices cuadradas existe una muy particular que permite al producto matricial tener la propiedad de la
existencia del elemento neutro; se trata de una matriz diagonal cuyos elementos son iguales a uno. Esta matriz se

conoce como matriz identidad.

Se llama matriz identidad de orden n a una matriz cuadrada I = (Sij)n, donde

(1, i=j
‘Sif_{o, i+j

Esta representacion en forma de funcién se conoce como delta de Kronecker. En forma desarrollada, la matriz identidad

gueda representada como:

1 0 0 0
0 1 0 0
I=[0 0 1 0
0 0 O 1

El producto de una matriz A de orden m X n por una matriz identidad presenta las siguientes propiedades:

v Amxn * In = Amxn
v Ly - Amxn = Amxn
3 _g 2 1
EJEMPLO 6.13. Sean las matrices A = (_7 1 )y B =|—1 2 |.Se puede verificar que
3 4

(% D6 V=6 & 7)
(& =G D)
Ademas, para la segunda matriz se tiene que

(2 2)G 9)-

3 4

Matriz inversa
El concepto de matriz identidad plantea la posibilidad de un elemento inverso para la multiplicacién de matrices. Dicho

elemento cumple que
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X-A=A-X>1

donde I es la matriz identidad, A es una matriz cuadrada invertible (o no-singular) y X es una matriz cuadrada Unica
llamada inversa de A.

Definicion y propiedades

Sea una matriz A de orden n. Se dice que la matriz A~ es la inversa de 4, si y sélo si

Al A=A4-A"1>1

La relacién entre una matriz y su inversa es simétrica; es decir, si una matriz A tiene una matriz inversa B, entonces la
matriz B tiene una matriz inversa, que es A.

Es importante mencionar que no todas las matrices cuadradas tienen inversa.
-1
0

_ (*11 X12 .
X = (x21 xzz), tal que AX = 1.

EJEMPLO 6.14. La matriz A = ( 8) no tiene inversa. Esto se pude demostrar encontrando una matriz incégnita

(—1 0) (x11 x12) _ (1 0)
0 0/ \X21 X22 0 1
(_x11 —x12) _
0 0
Por la igualdad entre matrices, se puede verificar que la matriz del lado izquierdo de la Gltima expresidén no es una matriz
identidad. Por lo tanto, se concluye que la matriz A no tiene inversa.

A la matriz que no posee una matriz inversa se conoce como matriz singular; por el contrario, una matriz que tiene una
matriz inversa se conoce como matriz no-singular. Por esto, del ejemplo 6.14 se concluye que la matriz A es singular.

Las propiedades de la matriz inversa son muy importantes dentro del algebra de matrices. Estas establecen que, dados
un escalar ¢ y dos matrices A y B no singulares de orden n, entonces:

v A~ es Unica.
VoA Tt=24

v (AB)™! =B14A"!

v (cA) = %A_l,c #0

La unicidad de la matriz identidad se puede demostrar facilmente, haciendo uso de las propiedades del producto
matricial. Sea una matriz A no-singular de orden n, y B;, B, dos matrices inversas de A; entonces, se sabe que

AB]_ - B]_A = ITL ABZ - BzA = ITL
Tomando en cuenta estas consideraciones, entonces la demostracion puede establecerse como:

By = Byl
= B1(ABz)
= (B1A)Bz
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= InBZ
Bl = Bz

Lo cual implica que la matriz inversa de A es Unica.

Calculo de la inversa por transformaciones elementales

Una matriz inversa puede obtenerse a partir de una matriz A dada, utilizando transformaciones elementales entre los
renglones de la matriz A. Estas transformaciones se utilizan para la resolucidon de sistemas de ecuaciones lineales;
consiste en realizar una de las tres siguientes operaciones:

v Intercambiar un renglén por otro: R; < R;
v' Multiplicar un rengldén por un escalar no nulo: R; = kR;
v' Sustituir un renglén con la suma de él mismo mds otro renglén: R; — Rj + R;

Estas operaciones tienen como base un concepto llamado matriz elemental.

Si a una matriz A se le aplica una transformacidn elemental e, entonces el resultado obtenido sera otra matriz A, tal que
A; = e(A). Si ahora se aplica la transformacién e a la matriz identidad, se obtiene una matriz E = e(I) llamada matriz
elemental.

EJEMPLO 6.15. Para las transformaciones elementales R, <& Ry, Ry & —2R; y R3 = 2R, + R3 aplicadas sobre la matriz
identidad de orden tres, se tiene que las matrices elementales son, respectivamente:

01 0 -2 0 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0 010
0 0 1 0 0 1 0 2 1

Una transformacion elemental e en una matriz A de orden m X n puede obtenerse al premulticar la matriz elemental E
correspondiente a e por la matriz A4; es decir, si E = e(I,;,), entonces

e(A) = EA

Las matrices elementales tienen la caracteristica de ser no-singulares, y que ademas el producto de dos matrices
elementales es una matriz no-singular.

La matriz identidad puede generar matrices no-singulares por medio de aplicar sucesivamente varias transformaciones
elementales. Esto quiere decir, que si a una matriz no-singular se le aplican varias transformaciones elementales, se
puede obtener la matriz identidad.

Supdngase que A es una matriz cuadrada no-singular y puede reducirse a la matriz identidad por medio de
transformaciones elementales. Si la matriz E, representa a la transformacion e, realizada sobre A, entonces se tiene

que

Eq ...E3E2E1A == I
(Eq .. E3E;E1)A =
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Por lo tanto, se observa que A~! = E4 ... E3E>E;. Esto quiere decir que la matriz inversa de A puede obtenerse al
realizar una serie de transformaciones elementales sobre la matriz identidad.

Este método es el mismo que se utiliza para encontrar el conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales; es
decir, sigue las indicaciones del método de Gauss. La Unica variante es el arreglo matricial que se escalonara. Los pasos
del método son:

1. Se construye un arreglo matricial M de orden n X 2n, en donde la parte izquierda serd la matriz A y la parte
derecha serd la matriz identidad; es decir, se tiene M = (4 : I).

2. Se reduce por renglones a la matriz M a su forma escalonada. Si se genera algtn rengldn nulo en la parte izquierda
de la matriz M (la correspondiente a la matriz A), entonces la matriz A es singular.

3. Después, se reduce el arreglo M escalonado a su forma candnica escalonada. De esta forma se obtendra la matriz
identidad en la parte izquierda del arreglo, y en la derecha se obtendra una matriz B; es decir, se llega a M =
(I:B).

4. Lamatriz B resultante sera la inversa de A.

1 0 2
EJEMPLO 6.16. Encuéntrese la matriz inversa de A = (2 -1 3). Primero se forma el arreglo M = (A : I), y después
4 1 8

de realizan transformaciones elementales para obtener a la matriz identidad en el lado izquierdo de M.

1 0 211 0 O 1 0 211 0 0 1 0 211 0 0
(2 -1 30 1 0)~<0 1 112 -1 0)~<0 -1 0[4 O —1>~
4 1 80 0 1 0 -1 04 0 -1 0 1 112 -1 0
1 0 211 0 0 1 0 2|1 0 0 1 0 0]-11 2 2
~(0 1 0/-4 0 1>~<0 1 0]-4 O 1>~<0 1 04 0 1)
0 1 12 -1 0 0 0 1l -1 -1 0o 0o 1l -1 -1
Por lo que la matrizA™ 1 es
-11 2 2
A‘1=<—4 0 1)
6 -1 -1
2 1 -1
EJEMPLO 6.17. Se debe calcular la matriz inversa para G = (5 2 —3). Al aplicar las transformaciones elementales se
0 2 1
llega a
2 1 -1|]1 0 0 10 5 =55 0 O 2 1 -1]11 0 0
(5 2 =3[0 1 O>~(O 1 1|5 -2 0>~<0 1 1|5 =2 O>~
0 2 110 0 1 0 2 110 0 1 0 0 1110 -4 -1
2 1 —-11 0 0 2 1 0|11 -4 -1 2 0 0|16 -6 -2
~<0 1 0[|-5 2 1)~(0 1 0]-5 2 1)~<0 1 0]-5 2 1>~
0 0 1110 —4 -1 0 0 1l10 -4 -1 0 0 1l10 -4 -1
1 0 08 -3 -1
~<0 1 0]-5 2 1>
0 0 1l10 -4 -1

Por lo que la matriz inversa es
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8 -3 -1
¢Gl=[-5 2 1
10 —4 -1

Transposicion de una matriz y sus propiedades
Las matrices pueden realizar una transformacién entre sus columnas y sus renglones; dicha accién se conoce como
transposicion.

Sea una matriz A de orden m X n. Se conoce como la matriz transpuesta de A, denotada por A7, a la matriz obtenida al
escribir uno a uno los renglones de A como columnas; es decir,

a1 Q12 0 Qi a1 A1t Oma
A= azq agz Arn N AT _ a::lz a:22 ar:nz
AGm1 Am2  *° Amn Ain A2n *° Amp
1 0 1
EJEMPLO 6.18. Sean lasmatricesX =(1 2 3 4)yY =0 1 0 ].Susrespectivas matrices transpuestas son:
2 1 1
; 1 0 2
XT = 3 | YT=10 1 1
4 1 0 1

La transposicidon de matrices posee ciertas propiedades que son importantes en el dlgebra de matrices. Sean A y B dos
matrices, y k un escalar; para estos tres elementos se cumple que

v (A+B)T =AT+BT

v oAn'=4
v (kAT = kAT
v (AB)T = BTAT

Matrices simétricas, antisimétricas y ortogonales
Las matrices cuadradas presentan varios casos especiales al momento de realizar intercambios entre renglones y
columnas, al realizar algln producto con otras matrices, o por la naturaleza de sus elementos.

Matrices simétricas y antisimétricas
Las matrices simétricas son un tipo especial de matrices cuadradas; dichas matrices tiene la particularidad de que son
exactamente igual a su correspondiente matriz transpuesta.

Sea una matriz A de orden n; se dice que A es simétrica si se cumple que A = AT. En otras palabras, una matriz
cuadrada es simétrica si su diagonal principal sirve como eje de simetria entre los triangulos inferior y superior; es decir,
si cada elemento fuera de la diagonal principal es a;; = a;;.

EJEMPLO 6.19. Sean las matrices
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11(2)_31 100 0 -2 1

A= I={0 1 0 B=(2 o0 1
2 0 11 00 1 -1 -1 0
3 -1 1 1

Se puede observar directamente que A = AT e I = IT; sin embargo, B no es simétrica, ya que —B = BT. Sin embargo,
es un tipo de matriz conocida como matriz antisimétrica.

Sea una matriz B de orden n; se dice que B es antisimétrica si se cumple que —B = BT . Equivalentemente, se deduce
que a;; = —aj; en este caso, la diagonal principal de la matriz antisimétrica siempre estara compuesta por elementos
nulos, ya que 0 = —0.

Las propiedades atribuibles a las matrices transpuestas, simétricas y antisimétricas se enumeran a continuacion. Si A es
una matriz cuadrada, se cumple que

v A+ AT es simétrica.
v' A — AT es antisimétrica.
v’ A = B + C para alguna matriz simétrica B y alguna matriz antisimétrica C.

EJEMPLO 6.20. Las siguientes matrices ejemplifican las propiedades anteriores. Dada la matriz

3 -1 4 1
|2 5 =7 2
A= 4 0 9 =3
1 0 -2 1
se tiene que:
3 -1 4 1 3 2 4 1
r_[2 5 =7 2 -1 5 0 0
A+A_4o9—3+4—79—2
1 0 -2 1 1 2 -3 1
6 1 8 2
_ 1 10 -7 2
8 -7 18 -5
2 2 -5 1
1. Esuna matriz simétrica.
3 -1 4 1 3 2 4 1
_ar_|2 5 =7 23 [-1 5 0 0
A=A 4 0 9 -3 4 -7 9 =2
1 0 -2 1 1 2 -3 1
0 -3 O 0
_ 3 0 -7 2
0o 7 0o -1
0o -2 1 0
2. Es una matriz antisimétrica.
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La matriz A se puede descomponer de esta manera:

3 -1 4 1
(2 5 =7 2
A=l4 0 9 =3

1 0 -2 1

3 1 4 1 0o -2 0 o0

2 2

1 7 3 7
_lz > 2 ] 0 ot
4 I o 32 o 2 o -1

2 2
11—51\0—120/

3. En este caso la matriz sumando del lado izquierdo es simétrica, mientras que la matriz sumando del lado derecho es
antisimétrica.

Matrices ortogonales
Las matrices ortogonales son un caso especial dentro de la transposicion de matrices.

Una matriz A de orden n es ortogonal, si se cumple que
AAT =1

Es decir, se tiene que AT = A~L. El clasico ejemplo de la matriz ortogonal es la matriz identidad de cualquier orden.

EJEMPLO 6.21. Sea la matriz

1 8 4

|5 5 5

4 4 7
A_|_6 3 ‘6|
8 1 4

l5 5 3

1 8 4 1 4 8
9 9 9 9 9 9
T_|_4 _4 _7 8 4 1
447 = 9 9 9 9 9 9
8 1 4 4 7 4
9 9 9 9 9 9
1+64+16 4-32+28  8+8-16
81 81 81
_ | 4-32+28 16+16+49 32-4-28
- 81 81 81
8+8—16  32-4-28 64+1+16
81 81 81
81 0 0
81 81 81 10 0
0 81 0
== = = |=
81 81 81 l 0 10
0 o0 81 0 0 1
81 81 81
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Por lo tanto, A es una matriz ortogonal.

Conjugacion de una matriz y sus propiedades

Una matriz también puede transformarse por medio de una operacion llamada conjugacién; la matriz obtenida a partir
de este proceso se llamada matriz conjugada, y sus elementos sin sencillamente los conjugados de los elementos de la
matriz original.

Sea A una matriz de orden m X n con elementos pertenecientes a los nimeros complejos. La matriz conjugada de A es
aquélla denotada como

A= (ay)

donde a;; representa al conjugado del elemento a;;.

Las propiedades que cumple la matriz conjugada son homdélogas de las propiedades del conjugado de los nimeros
complejos; es decir, dadas dos matrices A y B, y un escalar complejo ¢

Si A = A, entonces A es una matriz real.

Si —A = A, entonces A es una matriz imaginaria.
A+ Aesreal.

A — A es imaginaria.

AN NI N N NN

Es importante destacar que el producto de dos matrices reales es una matriz real; en cambio, el producto de dos
matrices imaginarias no es una matriz imaginaria.

Transposicion-conjugacion de una matriz y sus propiedades
La transposicién-conjugacién somete a una matriz a una transposicion y después a una conjugacion; la matriz obtenida
se llama conjugada transpuesta. En forma matemitica, esta matriz se representa por

A= AT

Las propiedades de este tipo de matrices nacen a partir de las propiedades de las matrices conjugadas y las matrices
transpuestas. Para dos matrices A y B y un nimero complejo c, se establece que

v (A*)* =4
v (cA)=c-A"
v (A+B) =A"+B"
v (AB)" = B*A*

Para las matrices conjugadas-transpuestas se puede realizar un analisis similar al hecho con las matrices simétricas y
antisimétricas. Este analisis establece que
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v SiA* = A, entonces A es una matriz hermitica.
v' SiA* = —A, entonces A es una matriz antihermitica.

EJEMPLO 6.22. Dadas las matrices

2 —i 2+ —i 1+2i 3—-4i
A= [ 1 -1-2i, B=|-1+2i 2i 2i

2—i —1+72i —4 —3—4i 2i 7i

se observa que si se transpone-conjuga la matriz A se obtendrd la misma matriz; por lo tanto, se trata de una matriz

2 —i 2+1i

A*=< i 1 —1—20
2—i —1+42i —4

2 i 2—i\!

=<—i 1 —1+m>
240 —1-2i —4

2 —i 2+
= i 1 -1-2i
2—i —-1+2i —4

La particularidad de este tipo de matrices es que los elementos de la diagonal principal siempre son nimeros reales, y

hermitica.

T

los elementos de los tridngulos son conjugados entre si.

La matriz B es una matriz antihermitica, y tiene la particularidad de que su diagonal principal contiene Unicamente
numeros imaginarios, y los elementos de los tridngulos entre si poseen la parte real con signos contrarios.

-1 1+21 3—4n\"
B* = (—1 + 21 21 21 )

—3—-41 21 71
-1 —14+21 —-3—-41
= <1 + 21 21 21 )
3—41 21 71
i —1—-2i —-3+44i
= (1 —2i —2i —2i )
3+ 4i —2i —7i

Para dos matrices A y B con elementos complejos se cumplen las propiedades siguientes:

v' A+ B es hermitica (o antihermitica) si A y B son hermiticas (o antihermiticas).
AA* es hermitica.

A*A es hermitica.

A + A" es hermitica, si A es cuadrada.

AN NN

A — A es antihermitica, si 4 es cuadrada.
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Ecuaciones matriciales y su resolucion
La resolucion de ecuaciones matriciales es una herramienta indispensable para resolver problemas de naturaleza
matematica, fisica, computacional, o casi de cualquier otra rama que necesite el manejo de matrices.

Por ejemplo, se vio anteriormente que un sistema de ecuaciones lineales puede representarse como un producto de
matrices; esto quiere decir que es necesario plantear una ecuacion matricial para obtener la solucion del sistema.

EJEMPLO 6.23. Sea el sistema de ecuaciones lineales del ejemplo 6.7.

X1 +x, +2x3 = 3
3x; +4x, +x3 = -1
_le —4x2 _X3 = 0

Este sistema puede representarse como el producto matricial AX = B, donde A es la matriz de coeficientes, X el vector
incégnita, y B el vector de términos independientes; es decir,

1 1 2\ /%1 3
5% D)=
-2 -4 -1/ \X3 0

AX =B

El sistema se puede resolver aplicando el método de Gauss a la matriz de coeficientes. Sin embargo, de la ecuacién
matricial planteada puede realizarse un tipo especial de despeje, dejando a la matriz incégnita en términos de las
matrices conocidas. Hay que hacer hincapié en el hecho de que las propiedades del dlgebra de matrices no son iguales a
las propiedades de los conjuntos numéricos. Para este caso se realiza el siguiente procedimiento:

Para despejar a X, es necesario realizar alguna operacién sobre la ecuacién; si A es no-singular, entonces es posible
obtener su inversa, y premultiplicar a ambos lados de la ecuacion:

A"1AX =A"'B ya que 4 es no-singular.
IX=A"'B debidoaque AA™ 1 =A"14A= 1.
X=A"'B yaquelX = XI = X.

La solucién de la ecuacidn sera el producto de la matriz inversa de A por la matriz B. A~ se obtiene facilmente por el
método de Gauss:

0 1 1
_r 3 _3
A7t = 7 7 7
2z 1
7 7 7
Por lo tanto,
0 1 1
1 3 5 3 -1
X = 7 7 7]1l=-1]=>1 0
4 _2 _1 O 2
7 7 7
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que es la solucién proporcionada en el ejemplo 6.7.

Existen ecuaciones mas complejas que la anterior. Esto requiere un analisis mas minucioso para saber la manera en que

se despejara la matriz incognita.

EJEMPLO 6.24. Dada la ecuacion 2X + AB = CX + 31, se puede realizar el siguiente procedimiento para despejar a la

matriz X.

2X +(AB—AB) = CX + 31 — AB
2X—CX=CX+31—-AB—-CX

2X—CX =(CX—-CX)+3]—AB

(2)(X) —CX =31 - AB

(2)(IX) —CcX =31 — AB

2D (X)—CX =31 - AB

(21 - C)X =31 — AB
QI-C0)"'QI-0)X = (1 - )~ (31 — AB)
IX=QI-C)"*(3I - 4B)
X =(QI-C)"*(3I—-4B)

por asociacion y elemento neutro de la suma de matrices.
por elemento neutro de la suma de matrices.

por asociacidon y conmutacion de la suma de matrices.
por multiplicacion por un escalar.

por definicién de matriz identidad.

por asociacion en la multiplicacién por un escalar.

por distribucién derecha en la multiplicacion matricial.
sélo si la matriz 21 — C es no-singular.

por definicién de matriz inversa.

por definicién de matriz identidad.

La ecuacidén plantea una solucién si, y solo si, existe la inversa de la matriz que premultiplica en la solucién; de no existir
dicha matriz, la ecuacidn no puede resolverse.

Otra situacidon que se debe tomar en cuenta, es la compatibilidad de las matrices al momento de realizar alguna
operacion; es decir, el orden de las matrices es muy importante, ya que de lo contrario la ecuacién no sélo no tendria

solucidn, sino que estaria mal disefiada.

Si se toman como ejemplo las matrices

a=(_

3 1)

B = (1 _01)

C:(—31 é)

Se tendria que la ecuacién planteada tiene como solucién a

><

2( 1
1 :i)_ G 3

A)G 4

Il
/\/\/'\

[uny

w .—\NIHNIH

En cambio, si se tuviesen las matrices

D-C s

7 BE 9-2 He 2
)-(C5

=)

1 0 - 1 0
A=<O 0 11>, B=<—2 1), c=(2 1

1 -1 1
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La solucién de la ecuacién seria la siguiente:

6 DGR -6 s 16

6 9-Core 3 oG )

Que presenta dos incompatibilidades: una suma de dos matrices de diferente orden, y una multiplicaciéon de una matriz

[N eX=N ]

de n columnas por otra de p renglones. Como conclusion, la ecuacién no es valida para las matrices anteriores.
EJEMPLO 6.25. Sea la ecuacion matricial
B(XA+B) =C—3XA
donde las matrices A, B y C son:
Az(_11 g) Bz(_oz _21) Cz(_11 _12)
La ecuacidn se despejaria de la siguiente forma:

B(XA+B)=C—3XA
B(XA+B) =C —3IXA
BXA+ BB = C — 3IXA
BXA+ 3IXA=C — BB
(B+31)XA=C-BB
XA=(B+3D7'(C-BB)
X=((B+3D)"(C-BB)A™?

Por lo que se debe considerar que las matrices A y B + 3I son no-singulares. Por otro lado, la expresion BB puede
reescribirse como B?; al multiplicar una matriz por si misma n veces se le conoce como matriz potencia. La ecuacién en
términos de las matrices dadas queda como

— -1 - - 2 -
=17 )36 [ DG D1C D
y la solucién se realiza con las siguientes operaciones:
— -1 - - 2 -
x=|( 02 —21) +3(é 2)] [(—11 12)_( 02 —21) ](—11 (2))
[(—11 _12) - (
_ 1 0
S

)

NIRr O
N——

N = O
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0 2
0

0 2
y se obtiene que la solucién de la ecuacién es X = (_1 0).
2

Definicion de determinante y sus propiedades

Una matriz cuadrada permite utilizar todos sus elementos para obtener una suma de productos que la representan con
un solo numero. Dicho nimero se conoce con el nombre de determinante. Es importante destacar que un determinante
es un numero (escalar) y no una matriz, aun cuando éste venga del manejo de los elementos de la matriz.

a a
SealamatrizA = (ai a;;). El determinante A de orden 2 esta definido como
a11 Q12
detd = | |
az1 Qp;

= Q110G — A1012
|A]

Notese la forma en que estd definido el determinante: se multiplican los elementos de la diagonal principal y el producto
conserva su signo; en cambio el producto de los elementos la diagonal invertida cambia de signo. Es decir,

detd = |M|
1

= ta11Qz3 — A210Q12

Se observa que el determinante tiene 2! = 2 productos, ya que el determinante es de orden dos.

El determinante de orden tres puede definirse a partir del determinante de orden dos. Sea la matriz
a1 Q12 413
A=|0Gz1 Gz a3

az; Q3 dass

Su determinante se define como

detA4

az2 a23|_a |a12 a13| a2 a13|
azz 04szz 2llaz, asz Qz2 Ap3

= a11(a22033 — A32023) — A21(A12033 — A32a43) + A31(A12023 — A22043)

= Q11022033 — Q11032023 — Q21412033 T 021032013 T A31A12023 — A31022013

aiq | aszq |

Este tipo de determinantes también pueden calcularse de la siguiente manera:

detAd = [a21 Qzz
{
= +Qa11022033 + Q12023031 T Q13021032 — A31A22013 — 032023011 — A33021012
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Este determinante tiene 3! = 6 productos, ya que el determinante es de orden tres.

Si un determinante de orden tres se define a partir de uno de orden dos, entonces el determinante de orden cuatro se
define con respecto al determinante de orden tres, y asi sucesivamente. Esto quiere decir que un determinante de
orden n puede definirse con respecto a un determinante de ordenn — 1.

Sea la matriz

11 Q12 Q13 0 Qqp
Az1 dzz Qz3z  dzp
A=|az; daz; dasz - dzy
Ap1 QAp2 Adpz  ** App

El ndmero conocido como determinante de A se define como
detA = a;1My; — a1 My; + agyM3q — -+ ap My,

n
= Z(—l)kHamMm
k=1

donde M, es el determinante de orden n — 1 obtenido al eliminar el renglén k y la columna una.

EJEMPLO 6.26. Sean las matrices

4 -6 0 1
2 3 4
(1 1 _ [0 2 -1 0
A‘(1 2)' B‘(Z g Z) €=l 1 =5 2
1 6 -7 1
Los respectivos determinantes son
detd = (1)(2) — (1(D)
=2-1
=1
_56 71 I3 4 3 4
det=2|o 1|-s[] T|+8[;

=2(6—63) —5(3—36) + 8(21 — 24)
=2(=57) — 5(=33) + 8(=3)

=—114+ 165 — 24
=27
2 -1 0 -6 0 1 -6 0 1 -6 0 1
detC=4|1 -5 2(-0|1 -5 2|+2|2 -1 0|—-1(2 -1 0
6 -7 1 6 -7 1 6 -7 1 1 -5 2

=4[2(=5+14)—1(=1=0) + 6(=2 = 0)] = 0 + 2[-6(=1—0) — 2(0 + 7) + 6(0 + 1)]
—1[-6(=2=0)—=2(0+5) + 1(0 + 1)]

=4[2(9) = 1(=1) + 6(=2)] + 2[=6(=1) — 2(7) + 6(1)] = 1[-6(=2) — 2(5) + 1(1)]

=4[18+1—12] +2[6 — 14+ 6] — 1[12 — 10 + 1]
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= 4(7) +2(-2) - 1(3)
=28-4-3
=21

Asi, para obtener un determinante de orden mayor a dos es necesario calcular varios determinantes.

Las propiedades de un determinante se enumeran a continuacion. Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden,
y un escalar k.

v detA = detAT.
v' detA = 0, si posee una columna (o renglén) de ceros.
v' detA = 0, si posee dos columnas (o renglones) iguales.

Si B se ha obtenido de aplicar alguna transformacion elemental sobre 4,

v"  —detA = detB, si se han intercambiado dos renglones de A.
v' kdetA = det B, si se ha multiplicado un renglén de A por k.
v'detA = det B, si se ha sumado un multiplo de un renglén a otro de A.

Si A es una matriz no-singular,
v detd # 0.
Si se realiza una multiplicacion,

v detAB = (detA)(detB).
v detkA = k™ detA.

Estas propiedades son muy utilizadas al momento de calcular determinantes, matrices inversas, productos internos en
espacios vectoriales, matrices de transformaciones lineales, etc.

Determinante de una matriz triangular
Las matrices triangulares presentan una gran facilidad al momento de calcular su determinante. Si se tiene una matriz
triangular superior (o inferior) A de orden dos, el determinante quedaria establecido asi

deta =[Gt 2]
22
= 0441103
Si la matriz A fuese de orden tres,

ai1 Q12 033

detA=|0 a; ay

0 0 as;3
= ay, a(z)z a23|_ 12 a13| |a12 a13|
ass 0 ass QAzz A3

= 0110Q22033
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En forma general, si A es una matriz triangular (superior o inferior) de orden n, entonces su determinante sera el
producto de los elementos de la diagonal principal; es decir,

n

detd = 1_[ ai;

i=1

Con ayuda de esta definicién, y de la propiedad 6 de los determinantes (mencionada en el apartado anterior) se puede
calcular un determinante de manera fécil y rdpida.

EJEMPLO 6.27. Sea la matriz C del ejemplo 6.26,

4 -6 0 1
o 2 =10
C‘21—52
1 6 -7 1

4 -6 0 1 4 -6 0 1 4 -6 0 1
4 -6 0 1 /0 2 -1 o\ /0 2 -1 0\ /0 2 -1 0\
0 2 L0 1o 4 s 3|~lo 0o -3 3|~|o o -3 3|
2 1 -5 2 2 2 2
1 6 -7 1 \0 5 4 E/ \0 o -B E/ \o 0 0 _Z/
2 4 4 4 8

El determinante queda establecido como

det C = (4)(2)(=3) (— g)
—21

que es el resultado obtenido en el ejemplo 6.26.

Calculo de determinantes

Se ha visto en los ejemplos que el calculo de determinantes puede volverse tedioso. Por ejemplo, si de desease calcular
un determinante de orden 5, se tendria que calcular 5 determinantes de orden 4, que a su vez cada uno necesita 4
determinantes de orden 3; esto implica que dicho calculo requiere de realizar 15 determinantes.

Para simplificar estos calculos se tienes diversos métodos para resolver determinantes. Entre estos métodos se
encuentran:

v'  laregla de Sarrus.
Determinante de una matriz triangular.
El método de pivoteo.

DN

El método de los cofactores.

La regla de Sarrus obedece al producto por medio de las diagonales de los determinantes, como se vio en los casos de
los determinantes de orden 2 y orden 3:
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detd = |M|
1

= ta11Qz3 — A210Q12

Para un determinante de orden 2.

detA4

azq az;
= 1011022033 + A12023031 + A13021032 — A31022013 — A32023011 — A33021012

Para un determinante de orden 3. Es importante destacar que la regla de Sarrus sélo puede aplicarse a determinantes
de orden 2 6 3; determinantes de orden 4 en adelante calculados con este método serian erréneos.

El método de escalonamiento por transformaciones elementales para obtener una matriz triangular permite calcular el
determinante de forma sencilla; sin embargo, es necesario considerar que solamente puede utilizarse la transformacién
del tipo

Cualquier otra transformacion elemental, o incluso, una variacion de la transformacién mencionada alteraria el
resultado del determinante.

A continuacion se enuncian los métodos de cofactores y pivoteo.

Desarrollo por cofactores
Antes de comenzar con el método se establecerd el concepto de menor. Si se toma como ejemplo la matriz

ai; Q12 Qg3
A=Az azx daz3
az; Qa3 dass

Se puede tomar un determinante de grado 2 si se elige un elemento y se suprimen la columna y el renglén al que
pertenece; es decir, si se tomase el elemento a,3, por ejemplo, el determinante de grado 2 se obtendria al suprimir los
elementos a,; y a,, de la segunda fila, y los elementos a3 y az3 de la tercera columna:

A dicho determinante se le conoce como menor 23.

Sea A una matriz de orden n y M;; es el determinante de la matriz de orden n — 1 obtenida de A al eliminar el renglon i

y la columna j. El nimero M;; es conocido como el menor ij de A.
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Asi, una matriz de orden n, tendrd n? menores, ya que ése es el nimero de elementos de la matriz.

A su vez el menor ij puede cambiar de signo dependiendo de la ubicacion de a;; en la matriz A. Esto quiere decir que se
puede obtener un nimero tal que

Ag; = (D) My

Este niumero es conocido como cofactor ij de A. El nimero de cofactores de una matriz es igual al nimero de menores.

El método de los cofactores establece que si A es una matriz de orden n, y r es un nimero entero tal que 1 <r < n,
entonces

n
detd = Z arjArj
j=1

o bien

n
detd = Z airAir
i=1

Ambas expresiones son equivalentes para el obtener un determinante. Si se observa correctamente, se notara que esta
es la definicién de determinante que se dio en el principio del apartado de determinantes.

EJEMPLO 6.28. Sea el determinante

-1 2 1
detX=(0 8 9
-2 2 1

Este puede ser calculado de dos formas, tomando una fila y multiplicando cada elemento de esa fila por su respectivo
cofactor; o tomando una columna y haciendo el mismo procedimiento.

0 8

detx = (D[S Y+ @02, Jl+ et D

= —(8—18) —2(0 + 18) + (0 + 16)
=10—-36+16 = —10

detX=(—1)(—1)2|g 2|+(0)(—1)3|§ 1|+(—2)(—1)4|f3 ;

=—(8-18)+0—2(18—8)
=10—-20= —10

Método de pivoteo
El método de pivoteo permite utilizar la propiedad de inalterabilidad que tienen los determinantes al aplicar
sucesivamente la transformacion R; — kR; + R;. Este método sigue los siguientes pasos:

1. Seelige la columna o el rengldn que contenga el mayor numero de ceros posibles.

26 I Ing. Aldo Jiménez Arteaga




ALG | 2016

2. De la linea elegida se toma un elemento, de ser posible, el que tenga un valor mas cercano a cero; después, se
aplica la transformacion elemental R; - kR; + R; para obtener ceros a lo largo de la linea elegida.

3. Se calcula el determinante por el método de cofactores.

4. Se aplican los pasos 1 a 3 sucesivamente hasta obtener un determinante de orden 2 o 3 y se puede resolver por
medio de la regla de Sarrus.

Este método permite comprimir o condensar un determinante de orden n hasta uno de orden 2.

1 -1 2 3
. 14 0 2 5

EJEMPLO 6.29. Sea el determinante detB = 1 2 3 7|
5 1 0 4

Para calcularlo por medio del método de pivoteo se elegird la columna 2, ya que contiene un cero y sus demas
elementos estan mas cercanos a cero que los elementos de cualquier otra fila o columna; con base en este criterio, el
elemento que sera el pivote para obtener un determinante de orden 3 serd el nimero 1, ubicado en la posicion as,. A
partir de aqui se aplica sucesivamente la transformacion elemental de suma de renglones.

1 -1 23 |6 02 7 6 0 2 7
4 0 25| (4 o0 2 5 4 0 2 5
detB=11 5 3 7[2|-1 2 3 7|2 |-11 0 3 -1
5 1 0 4 |5 1 0 4 5 1 0 4
6 2 7
(D] 4 2 s
~11 3 -1

Para el determinante de orden 3 resultante se tomard la columna 2 y el elemento de la posicidn a,,; nuevamente, se
realiza la transformacidn elemental de suma de dos renglones y se obtiene lo siguiente:

6 2 7 6 2 7 6 2 7
detB=|4 2 5|=|-2 0 —2|=|"2 0 =2
-11 3 -1l l-112 3 -1l |=20 0 ——
_2 —
= (-1)°(2) |_20 -3
2
= —2(23 - 40)
=-2(—-17)
=34
gue es el valor del determinante inicial.
EJEMPLO 6.30. Calculese el determinante
6 2 1 0 5
2 1 -1 -2 1
detF =1 1 2 -2 3
3 0 2 3 -1

-1 -1 -3 4 2

Se elegira la columna 2, y el elemento a,, como pivote.
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6 2 1 0 5 6 2 1 0 5 6 2 1 0 5
2 1 -1 -2 1 21 -1 -2 1 2 1 -1 -2 1
detF=11 1 2 -2 3|=1t 1 2 -2 3|=|-1 0 3 0 2
3 0 2 3 -1 3 0 2 3 -1 3 0 2 3 -1
-1 -1 -3 4 2 1 0 -4 2 3 1 0 -4 2 3
2 0 3 4 3
2 1 -1 -2 1
=|-1 0 3 0 2
3 0 2 3 -1
1 0 -4 2 3
El determinante quedara definido como
2 3 4 3
PPy -1 3 0 2
detF = (—1)*(1) 3 5 3 1
1 -4 2 3
Para el nuevo determinante se tomara el renglén 2, y el elemento a,;.
2 3 4 3 0 9 4 7 0 9 4 7
-1t 3 o0 2(_.|-1 3 0 2|_.]-1 3 0 2
detF=13 5 3 4|73 2 3 -1|7|3 2 3 -1
1 -4 2 3 1 -4 2 3 0 -1 2 5
0 9 4 7
-1 3 0 2
(o 11 3 5
0 -1 2 5
Por lo que ahora se define
9 4 7
detF = (-1)3(-1 |11 3 5
-1 2 5
Y ahora se tomard el rengldn 3, y el elemento a3, como pivote.
9 4 7 9 4 7 0 22 52
detF=[11 3 5/=>]|0 25 60|=(0 25 60
-1 2 5 -1 2 5 -1 2 5
__1v4r_1y |22 52
= (=D%( 1)|25 60
= —[(22)(60) — (25)(52)]
=-20

que es el valor del determinante buscado.

Matriz Adjunta

Los cofactores son utilizados en el dlgebra matricial cuando se requiere obtener alguna matriz inversa. Para ello se utiliza
la matriz adjunta.
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Sea A una matriz cuadrada de orden n. A la matriz transpuesta que se obtiene al sustituir cada elemento a;; de A, por

el cofactor 4;;,

se le lama matriz adjunta de A y se representa por adj 4; es decir, si

a11 A2 Q13 0 Qqp
Qz1 Gz dp3 ** do
A= | a3z; Qzp A3z = d3p |
An1 Qn2 Qpz ° Opp
la matriz adjunta de A es
T
Ay A Asz An
Az1 Ay Ap A
adjA = [ A3; A3y Az Azp
Anl ATLZ ATL3 Ann
2 1 0
EJEMPLO 6.31.ParalamatrizD =1 —1 1 |, sumatriz adjunta se calcula como:
0o 2 -1

T
Por lo tanto, la matriz adjunta de D es adjD = ( 1 -2 —4) , donde cada elemento de D, es sustituido por su

correspondiente cofactor.

Dy = (D™ EDED - @MW = -1
Dy, = (=D [(D(-D - (D] =1
D1z = (=D [()(D) — (O)(-D] = 2
Dy = (=D?*"(D(-1D) - @(0)] =1
Dy = (=1D)**?[(2)(-1) — (0)(0)] = -2

[

[

[

[

Dy3 = (=1)***[(2)(2) — (O(D)] = —4
D3y = (-1*"H(D(D) - D) =1
Ds; = (=1)**?[(2)(1) — (D(0)] = -2
D33 = (-1)*"*[(D) (-1 - (D@D)] = -3

-1 1 2

1 -2 -3

Calculo de la matriz inversa por medio de la adjunta

La matriz inversa puede obtenerse directamente por medio de su matriz adjunta y su determinante. Como se mencioné

en las propiedades de los determinantes, si el determinante de una matriz A es diferente de cero, entonces la matriz

inversa existe. Por lo tanto, para una matriz A de orden n, A~ puede calcularse como

-1

EJEMPLO 6.32. Encuéntrese la matriz inversade A = (

Primero se obtiene la matriz adjunta:

1
2
4

1
detA
0o 2
1 3).
1 8

adjA
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A = DD - (D) = 11
A = (=D"™?[(2)(B) - (D) = —4
Az = (D@DO) - WDl =6
Ay = (=1D?"(0)(8) — (D] = 2

Ay = (D2 [(D(B) — (H(2)] =0

Az = (=D [(DHD) - H(0)] = -1
Az = (D*0)(3) - (-D(@)] = 2
Az = (D’ [(DHB) - @@ =1

Az = (D[ - @)(O0)] = -1

—11 -4 6\7
ade=< 2 0 —1)
2 1 -1

Después se obtiene el determinante de A:

1 0 2
2 -1 3
4 1 8
=(1)(-8-3)—-(0)(16-12)+ (2)(2+4)
=-11-0+12

=1

detAd =

Por lo que la matriz inversa de A queda dada como:

1/-11 2 2 -11 2 2
A7l = 1 -4 0 1 |=(-4 0 1
6 -1 -1 6 -1 -1
que es el resultado obtenido en el ejemplo 6.16.

2 1 -1
EJEMPLO 6.33. Se debe calcular la matriz inversa para G = (5 2 —3).
0 2 1

La matriz adjunta es:

G = (D™D - ()(-3)] =8
Gz = (=D'?[(5)(1) — (0)(-3)] = -5
Gz = (=D'3[(5)(2) — (0)(2)] = 10
Gz = (D" [(DD) - @D (D] = -3
Gz = (-D*2 [ — (O(-D] = 2
Gz = (-D*?*[D)2) - (OD] = —4
Gz = (DM [D(=3) - @D (-D] = -1
Gz = (CD**?[(2)(=3) - () (-D] =1
Gz = (-D***[(D)(2) - (D] = -1
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8 -5 10\”
adjiG=[-3 2 -4
-1 1 -1

El determinante:

2 1 -1
detG =[5 2 -3
02 1
= @B -G+ 0D
=16 — 15
=1

Por lo que la matriz inversa es la misma matriz obtenida en el ejemplo 6.17:

1/8 -3 -1 8 -3 -1
¢r=g(-5 2 1 =><—5 2 1)
10 -4 -1 10 -4 -1
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