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Numeros Complejos

El conjunto de los numeros complejos

La supremacia de los nimeros reales como conjunto numérico maximo durd poco; no existe un numero real a que
satisfaga la ecuacién x? + a = 0. Para ello, es necesaria la introduccién de un nuevo conjunto numérico. Los nimeros
complejos aparecen con la introduccién de los nimeros imaginarios, I; éstos llevan implicita la operacién x = v/—a,
cuya solucidén se representa como x = ++ai; i es el nimero imaginario mas conocido y fue concebido por el
matematico suizo Leonhard Euler, quien lo definié como i = v—1.la figura 3.1 muestra la construccion de los conjuntos
numeéricos conocidos.
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Figura 3.1. Construccion del conjunto de los nimeros complejos.

Forma binomica
Un nimero imaginario queda definido como todo aquél que tenga la forma bi, donde b es un nimero real cualquiera.
Para obtener ese nimero se utilizan las mismas reglas de operacién de los nimeros reales.

Con base en esta definicidn, se puede obtener nimeros imaginarios como 2i, 7l,—§l,\/21, [...], y verificar que la

propiedad de completitud también esta presente en el conjunto de nimeros imaginarios.

Cuando se desea encontrar las soluciones de ecuaciones como x? + 4x + 13 = 0, se obtienen raices que no son
numeros imaginarios; utilizando la ecuacidn general de segundo grado se obtiene

_ —4++16-52
B 2

X
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Lo cual se podria interpretar como la ‘suma’ de un nimero real y un nimero imaginario. Pero en realidad, este tipo de
numeros es una extension de los reales y los imaginarios, conocidos como los nimeros complejos (C).

Un nimero complejo es una expresion de la forma z = a + bi, donde ay b son reales, eies la unidad imaginaria

i = V—1. De manera formal se tiene que:
C={z|z=a+bi;a,b €R,i*? = -1}

Dentro del nimero complejo se distinguen dos partes independientes entre si: la parte determinada por a, conocida
como parte real; y la parte denotada por bi, llamada parte imaginaria. Si se considera el caso en el cual a = 0, entonces
el nimero complejo sera conocido como nimero imaginario puro; por otra parte, sib = 0, entonces se conocerd como
numero real puro.

Igualdad

La igualdad entre nimeros complejos es equivalente a probar la igualdad entre dos pares de nimeros reales.

Si se tienen dos numeros complejos z; = a; + byiy z, = a, + by, entonces

Z1=Z2@a1=a2,b1=b2

Es decir, las partes reales deben ser iguales entre si, y las imaginarias también deben ser iguales entre si. Si alguna de las
dos igualdades no se cumple, entonces no existird igualdad entre ambos nimeros.

Conjugado

En Algebra, se define al conjugado de un binomio como x + a = x — a. Si se toma en cuenta que un nimero complejo
es un binomio, entonces su conjugado estara dado por:

a+ bt =a— bi

En este caso, la parte imaginaria sera la Unica afectada al momento de obtener el conjugado de un nimero complejo.

EjempLo 3.1. Los ndmeros complejosz; = —1 + 2iyz, = —1 — 2i no son iguales; se verifica que —1 = —1 para la
parte real, pero 2 # —2 en la parte imaginaria. Eso significa que z; # z,.

Sin embargo si se verifica que
-14+21=-1-2i

Por lo tanto
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Representacion grafica

Una propiedad interesante de los nimeros complejos es que pueden representarse como una pareja ordenada de
numeros reales, y se pueden dibujar como puntos dentro de un plano coordenado XY. Esta forma es conocida como
representacién grafica de un nimero complejo, y esta definida por el siguiente isomorfismo:

z=a+ bi - (a,b)

Para esta representacion se ha convenido en respetar el orden dentro de la forma bindmica: la primera componente del
numero complejo sera la parte real y la segunda la parte imaginaria. De esta forma, se deduce que el eje destinado para
situar la parte real es el eje de las abscisas, en tanto, que el eje de las ordenadas representara al eje imaginario; a este
caso especial de plano coordenado se le conoce como plano complejo o plano de Argand, el cual puede visualizarse en la
figura 3.2.

A
10 N
3 l
—2+4+2i °
- > R
(4,0) °
(4' _1)
(-3,-35)®
® —5i

Figura 3.2. Plano de Argand.

Asi, a cada nimero complejo le corresponde uno y sélo un punto dentro del plano, y viceversa, cada punto representa
uno y solamente un numero complejo. En la figura 3.2 se observan representados seis puntos, los cuales pueden
escribirse en su forma de binomio o en forma de pareja ordenada.

7y =—2+2i-(-2,2)

10 9 (10 9
=3yt *(?z)
—4 > (—4,0)
Za=4—i-(4-1)

zs = —3 —3.5{ » (—3,-3.5)
z¢ = —5i - (0,-5)

Z3
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Operaciones y sus propiedades: adicion, sustraccion, multiplicacion y division.
Propiedades del conjugado

Las operaciones dentro de los nimeros complejos deben involucrar tanto a la parte real como a la imaginaria. En este
caso, las operaciones como la adicién y la sustraccién no contemplan la combinacidn de ambas partes, en tanto que el
producto y el cociente si lo hacen.

Adicién y sustraccion
La adicidén y la sustraccién de nimeros complejos se realizan de manera idéntica que en los nimeros reales; la diferencia
radica en que se opera parte real con parte real y parte imaginaria con parte imaginaria.

Sean z; = a; + byiyz, = a, + byi dos nimeros complejos cualesquiera; las operaciones de suma y resta se definen
como:

1. VAl ar Zy = (al + az) + (bl + bz)l
2. 73— 273 =(a; —az) + (by — by)i

La adicidn de numeros complejos (y la sustraccién, siendo un caso especial de la adicién) cumple las siguientes
propiedades:

v' Cerraduraz; +z, € C

v' Conmutativaz; + 2z, =z, + 75

V' Asociativaz; + (z, + 23) = (21 + 23) + 73

v Elemento neutro z; + (0 + 0i) = z;

v" Elemento inverso z; + (—z;) = 0+ 0i

EJEMPLO 3.2. Se desea obtener la suma y la resta de los nimeros z; = =5+ 4iyz, =9 — 3i.

Para la suma:

z1+ 2z, =(=5+4i)+ (9 —30)
=(-5+9)+ & —-3)i
=4+i

Para la resta:

zy — 2y = (=5+4i) — (9 —30)
=(-5-9)+“+3)i
= —14+7i

Multiplicacién y division

Las operaciones de multiplicacidn y divisidon presentan cierta diferencia con respecto a sus homdlogas en los nimeros
reales. En estos casos, las partes real e imaginaria deben interactuar entre si para obtener el resultado de la operacién.
Es necesario recalcar la importancia de la definicién de la unidad imaginaria i> = —1, ya que al mezclarse ambas partes
el producto de términos imaginarios se vuelve real.
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En la multiplicacidn se opera como si se tratase de un binomio ordinario; es decir, se opera término a término y al final
se reducen los términos semejantes.

(a1 ar bli)(az ar bzl) = a1a2 ar albzi + blazi + blbziz
a,a; — bib, + a1byi + aybqi
(aya; — byby) + (a1b; + azby)i

El cociente de dos nimeros complejos debe realizarse utilizando el conjugado de nimero complejo: se debe multiplicar
tanto el dividendo como el divisor por el conjugado del divisor, y realizando las reducciones algebraicas necesarias.

a; + byl a; +bii a; — byl
ay + byi a, + byi a, — byi
a,a, — a;byi + azbqi — by byi?

a3 — ayb,i + aybyi — b3i?
_ (aya; + b1by) + (azby — a;by)i
B as + b3
_ (aqay + byb;)  (azby — ale)i
a3 + b2 as + b?

La multiplicacion (y la divisidn como caso especial) cumple con las siguientes propiedades:

Cerradura z;z, € C

Conmutativa z,z, = 2,24
Asociativa z,(z,23) = (212,) 23
Elemento neutro z; (1 + 0i) = z;
Elemento inverso z;z; 1 = 1 + 0i

AN NI N N YN

Distributiva con respecto de la suma z;(z, + z3) = 712, + 2,23
EsempLO 3.3. El producto de los numeros z; = 2 — 3iy z, = 1 — i se calcula como

z12, = (2—-30)(1 —10)
=@M+ @)+ (=3)@) + (=3D) (1)
=2 —2i—3i+3i?

=—-1-5i
La divisidn de los mismos nimeros seria
zy  2—3i
z, 1—i
_2-31 1+
T1-i 1+4
2 +2i—3i— 3i?
- 1+1
5
—27 2
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Propiedades del conjugado
Los numeros complejos presentan propiedades interesantes con respecto al conjugado. En esencia, son las mismas
propiedades que los binomios conjugados ordinarios. Sean los nimeros z;, z, € C, entonces, se tiene que:

Z=12z
z1=219 2z €ER
z1+z; €ER

z1Z1 ER

¥ 2, =7, + 7,
Z21Z; = 712,

AN N NN YN

EJempLOo 3.4. Demuéstrese las propiedades z; + 2z, = Z; + Z, y Z1Z, = Z1Z, del conjugado. Sean los numeros
Zy = aq + byiyz, = a, + b,i. La propiedad de suma de conjugados se verifica de la siguiente manera:

(al + bli) + (az + bzi) = (a]_ + az) - (bl + bz)l
(a; — byi) + (az; — byi) =

a1+a2_b1i_b2i=
(a; +az) — (by + by)i =

Con respecto a la multiplicacién de conjugados se demuestra que

(ay + byi) - (az + byi) = (a1a; — b1by) — (a1by + azby)i

(a; — byi) - (ay — byi) =
a,a, — aybyi — a;byi + byb,i?
(aja; — byby) — (azby + a;by)i

Y ambas propiedades se comprueba son ciertas.

Forma trigonométrica

Como se ha visto, un nimero complejo puede representarse como un punto dentro de un plano coordenado. En la
figura 3.3, se puede observar que el punto Z(a, b) denota al nimero complejo z = a + bi; también se destaca que el
trazo del origen al punto Z tiene una magnitud constante y forma un angulo ¢ con respecto al eje real.

A

A\ 4

Figura 3.3. Magnitud y angulo de un punto en el plano de Argand.
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Transformacion de la forma bindmica a la trigonométrica
La transformacién entre la forma trigonométrica y la bindmica de los nimeros complejos es importante al momento de
realizar las operaciones basicas, y algunas otras que se mencionaran mas adelante.

Tomando como referencia la figura 3.3 y utilizando trigonometria basica, se destaca que

cateto adyacente

cos@ = -
¢ hipotenusa
a
=—=>a=rcosQ
r
. cateto opuesto
sing = ————

hipotenusa
=—=b=rsing
r
Al realizar una igualacién con la forma binémica se tiene que

a+bi=rcose +rising
= r(cos @ + isin @)

Esta notacion es conocida como la forma trigonométrica de un ndmero complejo; también puede escribirse de forma
compacta como z = r cis ¢.

EJEMPLO 3.5. Encuéntrese la forma de binomio del nimero z = 5(cos 30° + i sin 30°).

a + bi = 5cos30°+ 5isin30°
V3 1
=5(3)+5i(3)
(3) =
Por lo tanto, se obtiene que z = 2\/§ + ;i.

EJEMPLO 3.6. ¢ Cudl es la representacion en forma bindmica de z = cos 225° + i sin 225°?

a+ bi = cos225°+isin225°
V2 V2,

————i

2 2

, V2 V2,
El nUmero buscado es z = -5 — 5L

Definicion de médulo, de argumento y de igualdad de nimeros complejos en forma
trigonométrica

Mddulo y argumento
En las ecuaciones del apartado anterior, se introdujeron dos pardmetros nuevos: r y ¢, que son las variables utilizadas
dentro del sistema trigonométrica de coordenadas.
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Para calcular r y ¢ es necesario recurrir a los conceptos de distancia entre dos puntos y tangente de un dngulo.

El pardmetro r es conocido como mddulo o valor absoluto del nimero complejo; su obtencion es equivalente a obtener
una distancia entre el origen y el punto Z, es decir:

r=+(a—0)2+(b—0)>2

=+ a? + b2

Con respecto al valor ¢, éste es llamado argumento o amplitud del nimero complejo; de la figura 3.3 se puede deducir

que

cateto opuesto

tang =
¢ cateto adyacente
b . b
=— = @ = arctan—
a_? a

EJEMPLO 3.7. Encuéntrese la forma trigonométrica del numero z = 4 — 3i.
r=,/(4)? 4+ (-3)?
=5

¢ = arctan—;

= 323.13°
Por lo tanto, se tiene que z = 5 cis 323.13°.

EJEMPLO 3.8. Encuéntrese la forma trigonométrica del nimero z = 4 + 4i.

r=(4)% + (4)2
=42

4
arctan—

45°

A
I

Por lo tanto, se tiene que z = 4+/2 cis 45°.

Igualdad en forma trigonométrica
Dentro de la forma trigonométrica de los nimeros complejos se presenta una peculiaridad. Sean dos numeros

Zy =T, CisSQ, Y Z, = 1y Cis@,; si los médulos son iguales y los argumentos difieren en un multiplo de 360°, entonces
ambos estaran representados por el mismo punto dentro del plano complejo; en consecuencia, al transformarlos en su
forma bindmica tendrdn la misma parte real y la misma parte imaginaria, por lo que establecerdn una igualdad.

Dos nimeros complejos en forma trigonométrica z; = r; cis ¢4 y z; = 1, Cis @, son iguales si y solo si

=Ty, ©1 = @, + 21k, Vk=0,123..
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EJEMPLO 3.9. Sean los nUmeros complejos z; = 4 cis 30°y z, = 4 cis 390°. ¢ Ambos nimeros son iguales?
Para verificarlo se obtendra se forma bindmica. Para z;:

z1 = 4 cos 30° + 4isin 30°
= 2v3 +2i

Para z,:

z1 = 4cos390° + 4i sin 390°
= 2v3 +2i

Se corrobora que los nimeros son iguales; ademds, en forma trigonométrica se puede comprobar que
390° = 30° + k360°

donde k = 1.

Operaciones en forma trigonométrica: multiplicacion, division, potenciacion y radicacion
Las operaciones bdsicas que se pueden realizar dentro de la forma trigonométrica contemplan, analiticamente, sélo al
producto y al cociente; la suma y resta dentro de la forma trigonométrica necesita realizar una conversion de los
numeros a su forma de binomio; en el plano de Argand, se debe utilizar el método gréafico del paralelogramo para
realizar la suma o la resta. La figura 3.4 muestra la suma de dos nimero complejos por medio del método del
paralelogramo.

Zl+Z2=_1+3i
22=2+21

le_3+i‘ :

\4

Figura 3.4. Suma por medio del paralelogramo.

Multiplicacion y division
Para realizar la multiplicacién en forma trigonométrica solo basta realizar el producto de sus mdédulos y la suma de sus
argumentos; al tratarse de dos nimeros reales, el resultado de las operaciones es inmediato.

Sean z; = 1y Cis @1 Yy Z, = 1, Cis @,. Su producto estard dado por:

712y = 111y cis(@q + @3)

EJEMPLO 3.10. La multiplicacién de z; = =1 +iyz, = 1 — i se interpreta como
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Z1Zy =(_1+l)(1_l)
=—-1+i+i—i?
=2i

En forma trigonométrica

212y = [\/E(cos 135° 4 isin 135°)] [\/f(cos 315° + isin 315°)]
= 2[cos(135 + 315)° + i sin(135 + 315°)]
= 2(cos450° + i sin450°)
= 2cis90°

Que es el mismo resultado obtenido anteriormente, pero en forma trigonométrica; se comprueba que existe
equivalencia entre la multiplicacidon en forma de binomio y en forma trigonométrica.

EJEMPLO 3.11. Se desea multiplicar los niumeros z; = 4(cos 20° + i sin 20°) y z, = 3 cis 25°. Para efectuarla se lleva a
cabo el siguiente proceso:

717, = (4)(3)[cos(20° + 25°) + i sin(20° + 25°)]
= 12 cis45°

Dentro de la divisién el fendmeno es andlogo a la multiplicacion. En este caso, el médulo del numerador se dividira entre
el mddulo del denominador; respecto al angulo del cociente, el resultado estard dado por el argumento del dividendo
menos el argumento del divisor.

Para dos numeros complejos en forma trigonométrica z; = ry cis @4 y Z, = 1, Cis @, su division estard dada por:

Zy TyCis@q

Z, TR CisS@,

n .
= —cis(¢; + @2)
)

EJEMPLO 3.12. Dividase z; = V2 cis 135° entre z, = /2 cis 315°.

z; _V2cis135°

Z,  2cis315°
V2

= ~—cis(135° — 315°)
V2

= cis(—180°)

= cis 180°

Lo que quiere decir, que el resultado de la divisién es - 1.
EJEMPLO 3.13. éCudl es el resultado de dividir 4+/2 cis 45° entre 2 cis 315°?

Zy 4/2 cis 45°
z,  2cis315°
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42
= TCiS(45° - 3150)
= 2v/2 cis(—270°)
= 22 cis 90°

Potenciacion y radicacion
Dentro de la forma trigonométrica se introduce un par de nuevas operaciones: la potenciacién y la radicacién de
numeros complejos.

Para elevar un nimero complejo a una potencia n, es necesario recurrir a la definicion de multiplicacién. Sea z = r cis .

Z"=zz2-2"."2

(rcisp)™ = (rcis @) (rcis @) (rcis @) ... (r cis @)
=@-rr..rrcis(pt+e+e+-+ @)
=r"cisng

La ecuacion (rcis)™ = r™ cisng para todan € N, es conocida como el teorema de De Moivre, y es utilizada para
obtener las potencias naturales de todo nimero complejo en forma trigonométrica.

EJEMPLO 3.14. Dado el nimero z = 4(cos 120° + i sin 120°), calctlese z3.

z3 = [4(cos 120° + i sin 120°)]3
= (4)3[cos(3-120°) + sin(3 - 120°)]
= 64(cis 360°)
= 64

EJEMPLO 3.15. Calculese (cos 30° + i sin 30°)°.

(cos30° + isin30°)® = 1°(cos6 - 30° + isin6 - 30°)
cos 180° + isin 180°
=1

Un caso particular es el de las potencias de la unidad imaginaria, i. Este numero presenta un ciclo al momento de
elevarlo a potencias consecutivas:

=1

ilt=i

i?=-1
i3=i%i=(-1Di=—i
i*=i?i’=> (-D(-1) =1
5

i°=i%%= (-D)(-1D) =i

Por lo que, para obteneri a una potencia dada, basta con servirse de las leyes de los exponentes para obtener el
resultado.

11 | Ing. Aldo Jiménez Arteaga




ALG | 2016

Para calcular la raiz n-ésima de un nimero complejo se deben observar la siguiente aseveracion:

Sean los nimeros z = rcis@ yw = s cisw. Siw™ = z, entonces, se dice que w es la raiz n-ésima de z, la cual se denota

comow = V/z. Esto es

wht=z
(scisw)* =rcisg
s™cisnw =rcis¢e

Por igualdad se obtiene que s™ =rynw = ¢. Sin embargo, para el argumento se debe aclarar que cuando se
multiplican dos niumeros en forma trigonométrica, se obtendra un resultado con argumento de la forma ¢ + k360°,
dondek =0,1,2,3, ... Porlo que

nw=¢+k360°vk=123,..
o+ k360°
B n

w

Debido al factor k, se deduce que existe mas de una raiz n-ésima para cada nimero complejo. Para determinar cuantas
raices n-ésimas existen, es necesario realizar una inspeccion. Siendo

+ k360°
s = ’{/Fcis(‘oT Vk=0123, ..

se tiene que parak =0
s= T{/?cisf
n

Parak =1

n— . @ +360°
s = \Jrcis———

Asi sucesivamente hastaque, k =n—1

@ + (n — 1)360°

n .
S = Vrcs

Parak =n

+ n360°
s = T\l/?cis(p— >5= T\l/?cis(£+ 360°)
n n

Parak=n+1

+ (n+ 1)360° + 360°
s="rcis(p ( " ) =>s="rcis<(p—+360°>
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En los ultimos dos casos se denota que, por el concepto de igualdad de los nUmeros complejos en forma trigonométrica,
los nimeros obtenidos parak =nyk =n + 1 son iguales a los obtenidos parak = 0y k = 1, respectivamente. Esto
quiere decir, que para un niumero complejo existen n raices n-ésimas, contadas parak =0,1,2,3,...(n — 1).

Para todo nimero natural n, y para todo nimero complejo z = r cis ¢

+ k360°
n7 = ’{/;cis‘pT, Vk=0123..(n—1)

EJEMPLO 3.16. Dado el numero z = 64, calculese las tres raices cubicas de z.
3 .
Yz = V64 cis 0°

Enestecaso,n=3yk=0,1,2.
La primera raiz clbica es 3z = /64 cisw = 4 cis 0°.
La segunda raiz ctbica es 3z = 64 cisw = 4 cis120°.

P . 0°+(2)360° .
La tercera raiz cubica es ¥z = V64 c15% = 4 cis 240°.

Al localizar las raices en el plano de Argand (véase la figura 3.5) se observa que éstas estan colocadas de manera
equidistante una de la otra. En general, al momento de dibujar las raices de un nimero complejo en el plano se
presentard un patrén de equidistancia constante entre todas las raices.

4cis120° o — T — ~
ad N
/ N\
/ \
\
/

.I 4 cis 0°)
l Ld
\

\
\ /!
\ /
N s

N
4cis240° S~ -~

Figura 3.5. Localizacion de las raices del ejemplo 3.16.

EJEMPLO 3.17. Calctlese y dibujese en el plano de Argand las 4 raices cuartas del nimero 2 + 2+/3i.

W=4/2+2\/§i
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Ahora se tiene quen =4yk =0,1,2,3. Pero primero se debe encontrar la forma trigonométrica del nimero en
cuestion, la cual es

2 + 243 = 4cis 60°
Las cuatro ral'ces son

60° + (0)360°

w; = Vécis ) = /2 cis 15°

wy = ‘{/Zcisw = V2cis105°
Ws = A 4cisw = /2 cis 195°
Wy = ‘{/Zcisw = V2 cis 285°

Cuya representacion en el plano imaginario se dibuja en la figura. 3.6.

A
VZeis105°_ |
- ~
7~ ~N
s N
/ \
/ \
/ \
/ V2 cis 15°
| L
| | R
V2cis195° \ /
\ /
\ /
N /
N 7
~ - = ~
V2 cis 285°

Figura 3.6. Las cuatro raices cuartas obtenidas en el ejemplo 3.17.

Forma exponencial o de Euler
Leonhard Euler, padre de la unidad imaginaria i, establecié que existe una relacién entre las funciones trigonométricas
seno y coseno y la base de los logaritmos naturales; es decir, e puede expresarse de la siguiente manera:

e?' = cosp +ising

Esta ecuacion permite representar un nimero complejo que se encuentre escrito en forma trigonométrica; es decir,
z = r cis ¢ puede escribirse como

re®t =rcis¢e
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Esta expresion es la llamada forma de Euler o forma exponencial de un nimero complejo; en este caso, r representa el
maodulo del nimero complejo y ¢ el argumento expresado en radianes.

Equivalencia entre la forma trigonomeétrica y la exponencial
La equivalencia entre las formas exponencial y trigonométrica se deduce por medio de las series de Maclaurin para las
funciones e*, sin x y cos x. La funcién exponencial puede expresarse como:

. x0 x1 x2 x3 x*

T TR T TR T
x%2 x3 x*
—1+X+§+§+I+

Mientras que las funciones seno y coseno se expresan como:

xb ox3 x5 X7

smx—F—§+§—ﬁ+---
x3 x> X7
R

cosx—F—7+——a+---
xz x* x°
“leataTw

Los valores de x dentro de la funcién exponencial pueden ser iguales a @i; por lo tanto, con base en las potencias de i,
se desarrolla y reordena

(p)*  (pi)®  (pi)*

Qi — i
et=1+ i+ 20 + 3 + m +

2 3 4 5
_ . ® 4 @ 4
—1+(pl—i—? +—+?l+

2 4 6 3 5 7
(@ et g > 95 g
—<1—E+Z—a+“'>+<(pl——l+§l—Fl+)

ising = (pl——l+—i—(p—i+"'

y finalmente, se pueden igualar la funcidn exponencial con la suma de las funciones seno y coseno, para obtener

2 4 6 3 5 7
; @ @ @ @ @ @
Qi — _r ¥ _r . _r Yy ,_r
e —<1 2'+ 2 6!+ >+<(pl 3'l+5'l 7'l+ )

=cos@ +ising

que es el desarrollo de la funcidén e®* que se expuso anteriormente. Por lo tanto, se verifica que e?' = cos ¢ + i sin ¢.
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Operaciones en forma exponencial: multiplicacion, division, potenciacion y radicacion
Debido a que la forma trigonométrica y exponencial son equivalentes, las operaciones de nimeros complejos que
pueden realizarse con la forma trigonométrica son las mismas que en la forma exponencial; la diferencia radica en que
en esta ocasidon se utilizan las leyes de los exponentes para calcular los argumentos, y que es indispensable utilizar
radianes en lugar de grados.

Multiplicacion y division

La multiplicaciéon de nimeros complejos en forma exponencial se define como

212, = (r,e%1")(rye?2")
= (rlrz)e‘l’1i+<l’2i
= (ry1,)e(P1te2)

en tanto que la division, puede expresarse como

z; re¥it

z, TyePa

T- §
-1 e(‘P1+‘P2)l
&1

Ambas ecuaciones presentan las mismas caracteristicas de operabilidad que en la forma trigonométrica de los nimeros
complejos.

1 . 5 .
EJEmPLO 3.18. Sean los numeros complejos z; = 6e3™t yZ, = 3e3™. Calctlese la multiplicacién y la division entre ambos
numeros.

Multiplicacion:
17Ti Em'
Z1Z, = 63" - 3e3

= (6)(3)(3(%’%)’”'

= 18¢2™

Division:

6 (L5

4
= 2e 37"

EJEMPLO 3.19. Efectlese la operacidn
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Efectuando paso a paso la operacion,

2= @M@)els*e1)"

2 3,7 .

= 4e(ﬁ+ﬁ+ﬁ)’“
2_.
— 46371'1.

1 .
EJEMPLO 3.20. Calculese el resultado de dividir 4 cis 150° entre 2ez™".

5 .
. =TTl s
Como 4 cis 150° = 4e¢™", la operacidn es

Potenciacion y radicacion

En lo que se refiere a la potenciacion, la expresion en forma exponencial queda como sigue

z" = (re‘/’i)n
= ()"(e”)”

= rhenei

La radicacion se realiza con las mismas leyes vistas en el apartado de radicacién en forma trigonométrica, tomando en
cuenta que cada niumero complejo tiene n raices n-ésimas.

Nz = Vre®t
Vres
<p+2krtl.
=re n Vk=012..,(n—1)

Se debe hacer el recordatorio, de que en el caso de la forma exponencial no es posible utilizar grados para denotar al
argumento, y es necesario realizar la conversion a radianes cuando se realice el cambio entre formas trigonométrica y
exponencial.

1 . 3 .
EJEMPLO 3.21. Calculese la sexta potencia de z = 2e2™" vy las cinco raices quintas de z = 243e2™".

Potenciacion:
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1 .16
70 = [Zefm]

1 .
= (2)636(5”‘)
= 64e3™
= 64e™

Radicacion: los parametrossonn =5y k =0,1,2, 3, 4.

5 s g7'1:i
Vz = |[243e2
1/3 .
— meg(?HZkrr)l
3+4k .
= 3¢ 10 T

3 .
. s, —TTl
La primera raizes z = 3e10 .

7 .
La segunda raiz es z = 3e10"".

11 .
La tercera raiz es z = 3e10’"".

15 .
La cuartaraizes z = 3e1™,

19 .
. , —TTl
La quinta raizes z = 3e10 .

3
EJEMPLO 3.22. Calculese, en forma exponencial, zs para z = cos 120° + i sin 120°.

w =

Por lo tanto, las raices buscadas son

wy =1

w, = egni
ws = egrci
w, = egrci
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Con esto queda resuelto el ejemplo.

Resolucion de ecuaciones con una incégnita que involucren nimeros complejos
Dentro de los nimeros complejos también pueden plantearse problemas que se modelan por medio de ecuaciones.

En ese sentido se pueden encontrar los siguientes tipos de ecuaciones con nimeros complejos:

v Ecuaciones con una o varias incégnitas.
v" Polinomios.
v' Sistemas de ecuaciones.

En si, la resolucién de ecuaciones con nimeros complejos es muy similar a la resolucién de ecuaciones algebraicas con
nimeros reales. Asi por ejemplo, para resolver el polinomio p(x) = x2 + (5 — i)x + (6 — 3i) es necesario utilizar
numeros complejos debido a que los coeficientes del polinomio son complejos; se puede verificar facilmente que las
raicessona; = —3ya, = —2 +1.

En otro tipo de ecuaciones, como por ejemplo z; - z = z, - z3 - z~ 1 + z con zy, z,, Z3 conocidos, es necesario realizar
operaciones basicas con los nimeros complejos para encontrar el valor de z que satisface la ecuacion.

Resolucion de ecuaciones con una incégnita
Si se toma la ecuacién del apartado anterior, es decir

71 Z2=12y 232 1 +2z
se puede observar que la incdgnita z puede despejarse facilmente. El camino seria el siguiente:

21 Z—Z=12y 232}

Zz * Z3
z(z; — 1) =
z-2(z1 —1) =2, - 23
42 = Zp " Z3
z1—1
Z2 * Z3
Z = _—
z;—1
EJEMPLO 3.22. Si se diesen los valores z; = —i, z, = 2e™ y z; = 3(cos 30° + i sin30°), el resultado de la ecuacién

planteada al inicio de este apartado seria

2e™ - 3(cos 30° + i sin30°)
—i—1

7z =

En este caso, es conveniente colocar todos los valores en forma trigonométrica o forma exponencial, para que la
operacion sea uniforme
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Finalmente, se tienen dos soluciones para la raiz cuadrada; esas soluciones son

11, 35_.
Z; = ’3\/§eﬁm, Z, = ’3\/§eﬁm

En general, no existe un método o una regla que especifique como debe resolverse este tipo de ecuaciones; lo Unico
recomendado es que cuando se presente una suma, es necesario utilizar la forma de binomio del nimero complejo, y en
el caso de que se necesite multiplicar, potenciar o radicalizar se utilice la forma exponencial o la forma trigonométrica.

Otro tipo de ecuaciones planteadas con nimeros complejos implica el resolver la parte imaginaria separada de la parte
real; es decir, el nUmero complejo se maneja como dos entidades diferentes, en lugar de un solo elemento.

EJEMPLO 3.23. Sea la ecuacién

2 —ki
k=i

¢Qué valores de k permiten que z sea

un nimero real puro, y
un numero imaginario puro?

a. Sedebe plantear la realizacién del cociente de manera normal.

_2-ki k+i
T k=i k+i
2k —kPi+2i—ki®
T k%2 —ki+ ki—i?
3k + (2 —k?)i
T k1

3k 2—k?%
"+l e+l

Para que la ultima expresidn sea un nimero real puro, la parte imaginaria debe ser cero:

2 —k?

——=0>2-k*=0
k?+1
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Por lo tanto, los valores buscados son k = +V2.

b. Enesteinciso, la parte real debe ser nula para asegurar que z sea un nimero imaginario.

3k

=0=>3k=0
k2 +1

Finalmente, el valor buscado es k = 0.

EJEMPLO 3.24. Encuéntrese los valores a, b € R que satisfacen a la ecuacion

a+2i
3+ bi

i
= /24"
En este caso, el procedimiento a seguir es realizar el cociente establecido.

a+2i .

3xbi T
a+2i=(1-0)@3+bi)
a+2i=34+bi—-3i+b
a+2i=GB+b)+(b-23)i

Al utilizar el concepto de igualdad en los numeros complejos, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

a=3+b
2=b-—3

de donde se obtieneque b =5ya = 8.
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