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1. Efectos Geométricos de las Transformacio-
nes Lineales

El Algebra Lineal contiene conceptos muy abs-
tractos, que en muchos casos no tienen conexion
con argumentos geométricos o fisicos. Mas de un
estudiante puede sentirse alejado de la realidad
al estudiar los conceptos relativos a los espacios
vectoriales. Sin embargo, los objetos o fenémenos
fisicos pueden modelarse con base en elementos
de un espacio vectorial.

La simetria puede encontrarse facilmente en la
Naturaleza: una mariposa, un copo de nieve, un
helecho, un trébol, en el reflejo que produce un
espejo, etc. La simetria puede modelarse median-
te vectores y una transformacion lineal; el lugar de referencia puede ser un pun-
to, una recta o un plano. Adicionalmente a la transformacion lineal, se utilizan
otros conceptos como el producto interno o la proyeccién ortogonal.

Ejemplo

Una transformacién lineal puede convertir un punto A (x,y) cualquiera en su
simétrico con respecto a una recta, por ejemplo y = —%x.

Sea la base C = {&; = (1,0),&2 = (0,1)}, de la cual se calcularan los simétricos
de sus elementos. El procedimiento consiste en 1) obtener la componente vec-
torial (proyeccién) de los elementos de C' sobre un vector director de la recta
dada, y 2) encontrar el simétrico con sumas y restas de vectores.

La recta como subespacio es L = {(az, —%x) |z € R}, donde ¥ = (2,—1) es un
vector director.

(1,0) - (2,—1) 2

m (2,-1)=-(2,-1)

Proyze, = 5

La distancia entre la componente vectorial y el vector é; es

(1) ()

Finalmente, el simétrico de &; es
42\ _(L2y_(3 4
5 5 55) \5 5
Para el vector es se sigue el mismo procedimiento, resultando que
- 21 2 4
do=(0,1)—[—=,= i
2 (O’ ) ( 57 5) = (57 5)

y finalmente el simétrico es

(1) (- (4)

Por combinacién lineal y aplicacion de la transformacion

x(170)+y(071> = (z,9)
2T (1,0) +yT(0,1) = T (x,y)

3 4Y, 4 3
(34 43
5 5) 9\ "5 75

La transformacién buscada es T' (z,y) = % (3x — 4y, —4x — 3y).

Otro efecto geométrico interesante es la rotacién. Cuando en un sistema de
coordenadas se rotan los puntos un determinado adngulo, se puede modelar la
trayectoria circular que recorre un movil y estudiar el movimiento; incluso, se
pueden crear complejos dibujos con un sélo punto y una transformacién que
permita rotarlo en diferentes angulos. La rotacién sélo afecta la posicion del
vector, nunca su tamano.

Ejemplo.

Para rotar un punto A (z,y) un dngulo dado, por ejemplo ¢ = 45° en sentido
antihorario, se necesita una base, como C = {e; = (1,0),e3 = (0,1)}, vy las
respectivas transformaciones de sus elementos.

La rotacion de €; se obtiene al multiplicar la magnitud por el coseno y el seno
del angulo dado

11
71 = |e1] (cos45°,sin45°) = | —, —
L= el = (% 75)
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Para el vector é; es lo mismo, con la salvedad que la rotaciéon caera en el
segundo cuadrante (con abscisa negativa)

1 1
To = |€a] (— cos45°,8in45°) = | ——, —
2= Jeal )+ (~7575)
Finalmente, por combinacién lineal y aplicacién de la transformacién

z(1,0)+y(0,1) = (z,9)

a7 (1,0) +yT(0,1) = T(x,y)
( 1 1 >+ ( 1 1 )
T\ —F= = T T = T = =
v ve) IR e
La transformacién buscada es T (z,y) = —= (z — y, z + ).

2

Este tipo de transformaciones
permiten dibujar un objeto en
tiempo real, en lugar de con-
cebirlo completamente antes de
mostrarse, con base en la trans-
formacion y unos pocos datos del
objeto.

Otras transformaciones pueden
modificar las dimensiones de los
puntos que conforman un obje-
to, como las homotecias (escala-
miento) y en algunos casos tam-
bién combinar una rotacién con
un escalamiento para obtener las llamadas proyecciones, como la ortogonal.

Las proyecciones permiten generar elementos geométricos con base en datos ya
conocidos, utilizando conceptos de distancia, tamano y reflexién. En el estudio
del Algebra Lineal, este tipo de transformaciones lineales trabajan conjunta-
mente con la proyeccién ortogonal, que hace uso del producto interno definido
en un espacio vectorial y del concepto de angulo entre vectores.

Ejemplo

ODbtén la proyeccion de cualquier punto en el espacio sobre el plano de ecuacién
m: —3x+y—2z=0. Un punto cualquiera es P (z,y, z); entonces, es necesario
encontrar el punto del plano mas cercano a P. Es necesaria una base ortogonal
para encontrar el vector correcto.

m={(x,3x 4+ z,2) |x,z € R}

donde 77 = (1,3,0) y v2 es un vector tal que

Vg + (1,3,0) = 0
(17731' + Z?'Z) : (1a330) =
10
10z +32=0..2z= —zx

Entonces, v, = (Jc, —%x, —13—01‘) y al dar un valor a x (por ejemplo 3) la base

ortogonal requerida es B = {(1,3,0),(3,—1,-10)}.

La proyeccién se genera como una combinacion lineal de las componentes vec-
toriales del vector de posicién de P sobre cada elemento de la base.

(z,y,2)-(1,3,0) (z,y,2)-(3,—1,—10)

P p o= 1,3,0 3,—-1,-10
roy=P (1,3,0)- (1,3,0) (1,3,0) + (3,—1,—10)-(3,—1,—10)( 1, -10)
x4+ 3y 3z —y— 10z
(2024 30y — 30z 30z + 100y + 10z —30z + 10y + 100z
a 110 ' 110 ’ 110
= ﬁ(2x+3y—32,3m+10y+z,—3x+y+102)

La proyeccion encontrada no es otra cosa que la regla de correspondencia de
una transformacién que proyecta un vector de R? sobre el plano dado:

1
T:R* =R =T (x,y,2) :ﬁ(2:r:+3y—3z,3x+10y+z,—3m+y—|—10z)

2. Fractales

Un campo actual para el desarrollo
geométrico de las transformaciones linea-
les son los fractales, ya que estos pueden
generarse utilizando sucesivamente dicha
transformacién sobre una imagen; es de-
cir, aplicar la composiciéon de una trans-
formacién sobre si misma varias veces.

Un fractal no es més que un objeto semi-
geométrico que se repite a diferentes es-
calas sucesivamente. Sus caracteristicas
son: 1) posee detalle a cualquier escala de observacién, 2) es autosimilar, y 3)
se define mediante un simple algoritmo recursivo.
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