Algebra Lineal - 2016

1. Base y Dimensién del Espacio Vectorial

Una base es un conjunto que genera a
un espacio vectorial, cuya principal ca-
racteristica es la independencia lineal; es
decir, una base es un conjunto generador
linealmente independiente.

En un espacio vectorial todas sus bases
tienen un ndmero maximo n de vecto-
res; dicho nimero n se conoce como la
dimension del espacio vectorial.

La base y la dimensiéon dotan al espacio

vectorial con un sistema de referencia, en

el cual puede ubicarse cada vector del es-

pacio. Como la base no es tinica, puede

definirse una infinidad de sistemas de re-

ferencia dentro del mismo espacio vecto-
rial. Sin embargo, la dimensién siempre serd la misma, pues todas las bases
tienen el mismo ntmero de vectores.

Ejemplo

0 a
b 0
juntos, determina cudl forma una base de A:

co{(8 ) (1))
e {(00)(5 )00 )}

Para que formen una base, ambos conjuntos deben ser generadores del espacio
vectorial y linealmente independientes.

Sea el espacio vectorial real A = ) la,b € R}. De los siguientes con-

Para G,

0 -1 03\ _(0a a +3az = a
O‘1<2 0)*0‘2<1 0>_<b 0>:>2a1 taz = b

Al resolver el sistema

-1 3 : a 0 7 : 2a+b
2 1 : b 2 1 : b

se llega a una solucién, lo cual indica que el conjunto es generador. La inde-
pendencia lineal se verifica cuando a = 0 y b = 0 en el sistema de ecuaciones
anterior:

-1 3 : 0 N 0O 7 : 0 =005 =0

2 1 : 0 2 1 : 0

Por lo tanto, el conjunto es linealmente independiente. En conclusion, el con-
junto G es una base de A.

Para G,

Debido a que G tiene dos vectores, entonces todas las bases de A deben poseer
unicamente dos vectores. Esto indica que el conjunto G5 no es una base. Si se
analiza cada uno de sus elementos, el tercer vector es una combinacién lineal
de los dos primeros:

(40)+(53)=(57)

Se hace evidente la dependencia lineal, y por lo tanto G2 no es base.

2. Vector de Coordenadas

Las coordenadas permiten la ubicacién de un objeto en un sistema de referen-
cia. Usualmente se utilizan sistemas cuyos ejes forman angulos de 90° entre si.
Sin embargo, en muchas ocasiones los ejes no son perpendiculares, lo cual no
evita que se pueda obtener la ubicacién de un elemento en ese espacio.

Una base es un conjunto que puede generar cualquier vector del espacio vecto-
rial; es decir, cualquier vector puede ubicarse en el espacio siempre y cuando
esté referido a una base. Con la base B = {01, ¥2,...,0,} €l vector Z puede
expresarse como

Q101 + s + -+ apv, =T (1)
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A los escalares oy, a9, -+ ,a, en (1) se
les llama coordenadas de T en la base B
(la ubicacién del vector en el espacio vec-
torial, refiriéndose a la base dada). Si se
establece un orden en las coordenadas,
entonces se habla del vector de coorde-
nadas de T referido a la base B:

o2

Si una base A tiene los mismos elementos

que una base B pero en diferente orden,

entonces son bases diferentes y por lo tanto los vectores de coordenadas en
sendas bases son diferentes

Ejemplo

Obtén el vector de coordenadas de v = (—6+ 4,1 —i,—4 — 3i) referido a la
base A = {(1,i,0),(3—14,0,2 +1), (0, —i, —i)}.

Por combinacién lineal
(—=6+4,1—4,—4—3i) =a1 (1,4,0) + a2 (3 —4,0,2 + i) + a3 (0, —i, —i)

se produce el sistema de ecuaciones

a1 +(3*i)0&2 = 764’2
’i()él —iag = 1—12
(2 + i)az —iOZ3 = —4-3
que al resolverse arroja como solucién a; = —i, ag = —2 y ag = 1. El vector
—1
de coordenadas es [v], = | —2
1

3. Matriz de Transicién

Al existir diferentes sistemas de coordenadas es 1util conocer una forma para
cambiar entre uno y otro. Como ya se menciond, las coordenadas se refieren

a una base; entonces, el cambio entre
sistemas de referencia es equivalente al z
cambio entre bases de un espacio vecto-
rial.

Dado el espacio vectorial V' del cual dos
de sus bases son A = {01,092, ,Un}t ¥
B = {w,ws, -+ , Wy}, la forma de cam-
biar la referencia entre una y otra es me- “ y
diante una matriz especial llamada ma- 2
triz transicién, formada a partir de vec- e
tores de coordenadas de la base A referi- \
dos en la base B: X

Mg = ([o]p [0a]p [Tl )

Esta es una matriz cuadrada cuyo orden lo establece la dimensién del espacio
vectorial. Tiene dos propiedades importantes:

Ejemplo

Obtén la matriz de transicién de la base C' = {a?,22% + 2z + 3,22% + z + 2}
alabase D= {2 +z+ 1,2+ 1,z +1}.

Como el sentido es de C' a D, entonces cada elemento de C es combinacién
lineal de D:

2 = 041(:1:2+:v—|—1)+a2(x2+1)+043($+1)
20° 42243 = Bi(®+ax+1)+ B (2?2 +1) + B3 (z+1)
2+ +2 = ’yl($2+(L‘+1)+’}/2((E2+1)+’yg($+1)

Al resolver cada sistema de ecuaciones se obtiene

1 1 1
], =1 0 |, [22°+22+3],=| 1|, 20°+2+2],=|1
-1 1 0
1 11
Por lo tanto, la matriz de transicién es M§ = 0 1 1
-1 10
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