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1. Los Subespacios Núcleo y Recorrido

Las transformaciones lineales tienen subespacios dentro del dominio y del co-
dominio que permiten caracterizar la naturaleza de la transformación: el núcleo
y el recorrido.

1.1. Núcleo de una Transformación

Sea T : U → V una transformación lineal. El núcleo es el subespacio que
pertenece al dominio, y cuya imagen bajo T siempre será el vector nulo del
codominio; es decir

N (T ) = {ū ∈ U |T (ū) = 0̄; 0̄ ∈ V }

1.2. Recorrido de una Transformación

Dentro de la misma transformación lineal T : U → V se define al recorrido
como el subespacio que contiene a todo aquel vector del codominio que, bajo

T , es imagen de algún vector del dominio. En otras palabras

T (U) = {v̄ ∈ V |T (ū) = v̄; ū ∈ U}

Ejemplo

Sean M2 =

{[
a b
c d

]
|a, b, c, d ∈ R

}
, P2 =

{
ax2 + bx+ c|a, b, c ∈ R

}
y la

transformación lineal

K : M2 → P2 ⇒ K

([
a b
c d

])
= (2a− b)x2 + (a+ b+ c)x+ (3b+ 2c)

Núcleo

De la definición de este subespacio se sabe que K (v̄) = 0̄. Por lo tanto

K

([
a b
c d

])
= 0̄

(2a− b)x2 + (a+ b+ c)x+ (3b+ 2c) = 0x2 + 0x+ 0

de donde se plantea el sistema de ecuaciones

2a −b = 0
a +b +c = 0

3b +2c = 0
⇒ b = 2a, c = −3a

Estas serán las restricciones del núcleo, que pertenece al dominio.

N (K) =

{[
a b
c d

]
|b = 2a, c = −3a; a, b, c, d ∈ R

}
=

{[
a 2a
−3a d

]
|a, d ∈ R

}

Recorrido

Es necesario encontrar un conjunto generador del recorrido. Por las propieda-
des de la transformación lineal, dicho conjunto generador se obtiene a partir
de una base del dominio.

Tomando la base natural B =

{[
1 0
0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]}
y
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transformándola:

K

([
1 0
0 0

])
= 2x2 + x

K

([
0 1
0 0

])
= −x2 + x+ 3

K

([
0 0
1 0

])
= x+ 2

K

([
0 0
0 1

])
= 0

Al aplicar la reducción del conjunto generador
2 1 0
−1 1 3
0 1 2
0 0 0

 ∼


1 2 3
0 3 6
0 1 2
0 0 0

 ∼


1 2 3
0 1 2
0 −1 −2
0 0 0

 ∼

∼


1 2 3
0 1 2
0 0 0
0 0 0

 ∼


1 0 −1
0 1 2
0 0 0
0 0 0


Finalmente, el recorrido es

a
(
x2 − 1

)
+ b (x+ 2) = ax2 + bx+ (−a+ 2b)

K (M2) =
{
ax2 + bx− (a− 2b) |a, b ∈ R

}
1.3. Teorema de Dimensiones

Existe una relación interesante entre las dimensiones de núcleo, el recorrido y el
dominio de una transformación lineal; esta relación es fundamental en espacios
de dimensión finita. En la transformación lineal T : U → V se establece que

dimU = dimT (U) + dimN (T ) (1)

La expresión (1) se conoce como el teorema de dimensiones para una transfor-
mación lineal.

En ocasiones la dimensión del núcleo se llama nulidad y la del recorrido rango.
El rango también puede obtenerse al reducir a su forma canónica escalonada a
una matriz llamada matriz asociada a la transformación lineal.

2. Matriz Asociada a una Transformación Li-
neal

Sean T : U → V una transformación lineal, A = {ā1, ā2, · · · , ān} una base de
U , y B =

{
b̄1, b̄2, · · · , b̄m

}
una base de V . La matriz asociada a la transforma-

ción T referida a las bases A y B se forma con los vectores de coordenadas de
las imágenes de A en la base B:

MA
B (T ) =

[
[T (ā1)]B [T (ā2)]B · · · [T (ān)]B

]
Esta matriz referida a esas bases es única para T , y permite establecer

[T (v̄)]B = MA
B (T ) [v̄]A

Es un análogo a la matriz de transición; de hecho, la matriz de transición es
una matriz asociada a una transformación.

Ejemplo

Sean las bases A = {(2,−1) , (−1, 0)} y B = {x+ 1, x− 1} y la transformación
lineal

F : R2 → P1 ⇒ F (a, b) = (a+ b)x+ (b− a)

La matriz asociada se forma por medio de las combinaciones lineales

F (2,−1) = x− 3⇒ x− 3 = α1 (x+ 1) + α2 (x− 1) ∴ α1 = −1, α2 = 2

F (−1, 0) = −x+ 1⇒ −x+ 1 = β1 (x+ 1) + β2 (x− 1) ∴ β1 = 0, β2 = −1

MA
B (F ) =

[
−1 0
2 −1

]
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