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Producto Interno en un Espacio Vectorial 

Una función ݂: ܸ ൈ ܸ →  es un producto interno (interior o ܭ
escalar) en un espacio vectorial ܸ sobre el campo ܭ, si 
satisface las siguientes propiedades 

 ݑߙۦത ൅ ഥۧݓ|ݒ̅ߚ ൌ ഥۧݓ|തݑۦߙ ൅  ഥۧ (Linealidad)ݓ|ݒ̅ۦߚ
 ݑۦത|̅ۧݒ ൌ  തۧ (Simetría)ݑ|ݒ̅ۦ
 ݑۦത|ݑതۧ ൐ 0, തݑ ് 0ത (Positividad) 

El producto interno introduce los conceptos de magnitud, 
distancia y ángulo en un espacio vectorial. Los espacios 
vectoriales con estas propiedades se llaman espacios prehilbertianos. 

EJEMPLO. En el espacio vectorial Թଶ el producto interno usual es el producto punto, sin 
embargo puede definirse otro producto como 

,ሺܽۦ ܾሻ|ሺݔ, ሻۧݕ ൌ ݔ2ܽ ൅  ݕ3ܾ

Linealidad: 

,ሺܽߙۦ ܾሻ ൅ ,ሺܿߚ ݀ሻ|ሺݔ, ሻۧݕ ൌ ,ሺܽۦߙ ܾሻ|ሺݔ, ሻۧݕ ൅ ,ሺܿۦߚ ݀ሻ|ሺݔ,  ሻۧݕ
ܽߙሺۦ ൅ ,ܿߚ ܾߙ ൅ ,ݔሻ|ሺ݀ߚ ሻۧݕ ൌ ݔሺ2ܽߙ ൅ ሻݕ3ܾ ൅ ݔሺ2ܿߚ ൅  ሻݕ3݀
2ሺܽߙ ൅ ݔሻܿߚ ൅ 3ሺܾߙ ൅ ݕሻ݀ߚ ൌ 
ݔܽߙ2 ൅ ݔܿߚ2 ൅ ݕܾߙ3 ൅ ݕ݀ߚ3 ൌ 

Simetría: 

,ሺܽۦ ܾሻ|ሺݔ, ሻۧݕ ൌ ,ݔሺۦ ,ሻ|ሺܽݕ ܾሻۧ 
ݔ2ܽ ൅ ݕ3ܾ ൌ ܽݔ2 ൅  ܾݕ3

Positividad: 

,ሺܽۦ ܾሻ|ሺܽ, ܾሻۧ ൐ 0 
2ܽ ൉ ܽ ൅ 3ܾ ൉ ܾ ൐ 

2ܽଶ ൅ 3ܾଶ ൐ 

Las tres propiedades se cumplen, por lo tanto la función es un producto interno. 

Las propiedades adicionales del producto interno son: 

 ݑۦത|̅ۧݒ ൌ  .തۧതതതതതതത, si los vectores pertenecen a un espacio vectorial sobre los complejosݑ|ݒ̅ۦ
 ݑۦത|ۧݒ̅ߙ ൌ  .ۧݒ̅|തݑۦߙ
 ݑۦത|ۧݒ̅ߙ ൌ ,ۧݒ̅|തݑۦതߙ ߙ ݅ݏ ∈ ԧ. 
 ݑۦത|0തۧ ൌ തۧݑ|0തۦ ⇒ 0. 
 0ۦത|0തۧ ൌ 0. 

donde ݑ|ݒ̅ۦതۧതതതതതതത y ߙത denotan al conjugado del número correspondiente. 

Norma de un Vector 

La norma de un vector es su magnitud, y 
ésta puede obtenerse a partir de un 
producto interno. En un espacio vectorial ܸ 
con producto interno ݑۦത|̅ݑ ∀ۧݒത, ݒ̅ ∈ ܸ, la 
norma de un vector se define como 

‖ݒ̅‖ ൌ ඥۧݒ̅|ݒ̅ۦ 

Para un mismo vector se tendrá una norma diferente para cada producto interno definido. 

EJEMPLO. La norma del vector ̅݌ ൌ െ2ݔଶ ൅ ݔ െ 1 cambia según el producto interno que se 
utilice. Para el producto interno 

തۧݍ|̅݌ۦ ൌ෍݌ሺ݅ሻݍሺ݅ሻ
ଶ

௜ୀ଴

 

se obtiene 

ۧ̅݌|̅݌ۦ ൌ ሺെ1ሻሺെ1ሻ ൅ ሺെ2ሻሺെ2ሻ ൅ ሺെ8 ൅ 2 െ 1ሻሺെ8 ൅ 2 െ 1ሻ 
ൌ 1 ൅ 4 ൅ 49 ⇒ ‖̅݌‖ ൌ √54 

Mientras tanto, con el producto interno 

݀ݑݐ݅݊݃ܽ݉ ൌ ܽ݉ݎ݋݊
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തۧݍ|̅݌ۦ ൌ෍ܽ௜ܾ௜

ଶ

௜ୀ଴

 

ۧ̅݌|̅݌ۦ ൌ ሺെ2ሻሺെ2ሻ ൅ ሺ1ሻሺ1ሻ ൅ ሺെ1ሻሺെ1ሻ 
ൌ 4 ൅ 1 ൅ 1 ⇒ ‖̅݌‖ ൌ √6 

Y con el producto interno 

തۧݍ|̅݌ۦ ൌ න ሻݔሺݍሻݔሺ݌
ଵ

଴
 ݔ݀

ۧ̅݌|̅݌ۦ ൌ න ሺെ2ݔଶ ൅ ݔ െ 1ሻሺെ2ݔଶ ൅ ݔ െ 1ሻ
ଵ

଴
 ݔ݀

ൌ න ሺ4ݔସ െ ଷݔ4 ൅ ଶݔ5 െ ݔ2 ൅ 1ሻ
ଵ

଴
 ݔ݀

ൌ ൤
4
5 ݔ

ହ െ ସݔ ൅
5
ݔ3

ଷ െ ଶݔ ൅ ൨ݔ
଴

ଵ

 

ൌ
4
5 െ 1 ൅

5
3 െ 1 ൅ 1 ⇒ ‖̅݌‖ ൌ ඨ22

15 

La norma posee las siguientes propiedades 

 ‖̅ݒ‖ ൒ 0 
 ‖ݒ̅ߙ‖ ൌ ,‖ݒ̅‖|ߙ| ߙ ∀ ∈  ܭ
 ‖ݑത ൅ ‖ݒ̅ ൑ ‖തݑ‖ ൅  ‖ݒ̅‖

Vector Unitario 

Los vectores unitarios involucran a un vector y su norma. Estos vectores permiten establecer 
los sistemas de referencia de una manera más sencilla. Un vector unitario es aquel que 
cumple con la ecuación ‖̅ݒ‖ ൌ 1; es decir, su magnitud es igual a uno. Para encontrar un 
vector unitario simplemente se divide cualquier vector entre su norma. 

ݒ̅ ൌ
1
‖ݒ̅‖  ݒ̅

Cuando se obtiene un vector unitario a partir de un vector ̅ݒ cualquiera, se dice que ̅ݒ fue 
normalizado. 

 

EJEMPLO. Bajo el producto interno 

trሺܤ்ܣሻ ൌ  ۧܤ|ܣۦ

El vector unitario de ഥ݉ ൌ ቀെ2 3
4 0ቁ será 

 

ർቀെ2 3
4 0ቁ ቚ ቀ

െ2 3
4 0ቁ඀ ൌ tr ቀ4 ൅ 9 െ8

െ8 16ቁ 

ൌ 25 ൅ 16 ⇒ ‖ ഥ݉‖ ൌ √41 ∴ ෝ݉ ൌ
1
√41

ቀെ2 3
4 0ቁ 

ଓ̂

ଔ̂

෠݇  


