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Complemento Ortogonal

Sea el subespacio S. Cuando los elementos de un subespacio vectorial son ortogonales a S,
se dice que dicho subespacio es un complemento ortogonal. Se denota como S+, y se
denomina complemento porque la suma de las dimensiones de Sy S+ es igual a la dimension
del espacio vectorial.

EJEmpLO. Dado el subespacio vectorial N ={(Z _a)|a,c € ]R} su complemento

ortogonal con respecto al producto interno
(A|B) = tr(ATB)

en el espacio vectorial de matrices cuadradas de orden dos serd aquél subespacio cuyos
vectores sean perpendiculares a cualquier base de N. Entonces, tomando la base arbitraria

(/1 =1y (0 0 , o . .
B = {( 1 0 )( 0 1)} y aplicando la restriccién de ortogonalidad con un vector genérico
del espacio vectorial:

=tr(w‘;x yJ—/Z)

O=w—-—x+y=>x=w+y

(G DIG 2)=0

. w w+
Con estas restricciones el complemento ortogonal es N+ = {(y Y ) |w Yy E ]R}

Proceso de Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

A partir de una base cualquiera se puede obtener una base ortogonal mediante el proceso de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt, el cual especifica

Wl = 171
B Z (Tlwe)
(W [wy ) Wies

Siendo {w,, w,, w3, ..., W, } la base ortogonal.

Viis<n

EJEMPLO. Sea la base B = {x? + x + 1,x2 + 1,x? + x}. Esta base no es ortogonal bajo
el producto interno

(a1x2 + blx + C1|a2x2 + b2x + C2> = aa, + Zblbz + 3C1C2
Mediante la ortogonalizacidn de Gram-Schmidt se obtendra una base ortogonal.

wi=x+x+1
(x> +1x*+x+1)

wy = (x2 +1) - 2 1
we = (1) (x2+x+1|x2+x+1)(x x4
4 2 4 2
=(x2+1)—g(x2+x+1)$8x2—8x+g-nwz=x2—2x+1
(x?+x]x?+x+1)
wy = (x% +x) — Z+x+1
Wi = (42 (x2+x+1|x2+x+1)(x x+1)
x?+x|x?—2x+1
< | ) (x?—-2x+1)

(2 —2x+1|x2—2x + 1)

3 -3 3 1
= (x%+x) —g(x2 +x+1) —E(x2 —2x+1) =>sz 7" w3 =3x%—1
Finalmente, la base ortogonales B, = {x? + x + 1,x? — 2x + 1,3x? — 1}.

Proyeccion Ortogonal

El concepto de ortogonalidad permite calcular para todo vector ¥ el elemento mas cercano a él
en cualquier subespacio. Dicho vector se obtiene al proyectar a ¥ sobre una base ortogonal
del subespacio, lo cual resulta en una combinacién lineal:

n

(v|u;)
Proyy, v Z
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El teorema de proyeccion estipula que la distancia entre un vector y su proyeccion sobre un
subespacio es minima.

. . X (o
EJEMPLO. La matriz del subespacio H = {(—y 3:) |x,y € (C} que es la mas préxima a
~_(1—i 240y, .

a= (2 i1+ i) bajo el producto interno

(A|B) = tr(AB*)

se calcula a partir de la base ortogonal B = {((1) (1)) , (_ 10+ i 1 0_ l)}

2
_ Z(alui)_
Proyya = U;

G e o),
e oY

(GZ3 TEDIC s o))

+ = — (_0 . 1_1)
_<(—10-_|-i 101)|(_10+i‘101)> 1+i 0
_tr(;:; i:)(1 0)+tr(1;i3l —;2—1)( 0 1)
tr((l) (1)) 0 1 tr((Z) (2)) —1+i 0
2 —2 +2i .
36 D )

(é (1))+(Bi (i)):ﬁoz(—li D
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