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Complemento Ortogonal  

Sea el subespacio ܵ. Cuando los elementos de un subespacio vectorial son ortogonales a ܵ, 
se dice que dicho subespacio es un complemento ortogonal. Se denota como ܵୄ, y se 
denomina complemento porque la suma de las dimensiones de ܵ y ܵୄ es igual a la dimensión 
del espacio vectorial. 

EJEMPLO. Dado el subespacio vectorial ܰ ൌ ቄቀܽ െܽ
ܽ ܿ ቁ ቚܽ, ܿ ∈ Թቅ su complemento 

ortogonal con respecto al producto interno 

ۧܤ|ܣۦ ൌ trሺܤ்ܣሻ 

en el espacio vectorial de matrices cuadradas de orden dos será aquél subespacio cuyos 
vectores sean perpendiculares a cualquier base de ܰ. Entonces, tomando la base arbitraria 

ܤ ൌ ቄቀ1 െ1
1 0 ቁ , ቀ

0 0
0 1ቁቅ y aplicando la restricción de ortogonalidad con un vector genérico 

del espacio vectorial: 

ർቀ1 െ1
1 0 ቁ ቚ ቀ

ݓ ݔ
ݕ ቁ඀ݖ ൌ 0 

ൌ tr ቀ
ݓ െ ݔ ݕ െ ݖ
ݓ ݕ ቁ 

0 ൌ ݓ െ ݔ ൅ ݕ ⇒ ݔ ൌ ݓ ൅  ݕ

ർቀ0 0
0 1ቁ ቚ ቀ

ݓ ݔ
ݕ ቁ඀ݖ ൌ 0 

ൌ tr ൬0 0
ݕ  ൰ݖ

0 ൌ   ݖ

Con estas restricciones el complemento ortogonal es ܰୄ ൌ ൜൬
ݓ ݓ ൅ ݕ
ݕ 0 ൰ ฬݓ, ݕ ∈ Թൠ.  

Proceso de Ortogonalización de Gram‐Schmidt 

A partir de una base cualquiera se puede obtener una base ortogonal mediante el proceso de 
ortogonalización de Gram-Schmidt, el cual especifica 

ഥଵݓ ൌ  ଵݒ̅

ഥ௜ݓ ൌ ௜ݒ̅ െ෍
ഥ௞ۧݓ|௜ݒ̅ۦ
ഥ௞ۧݓ|ഥ௞ݓۦ

ഥ௞ݓ

௜ିଵ

௞ୀଵ

, ∀ 1 ൏ ݅ ൑ ݊ 

Siendo ሼݓഥଵ,ݓഥଶ, ,ഥଷݓ …  .ഥ௡ሽ la base ortogonalݓ,

EJEMPLO. Sea la base ܤ ൌ ሼݔଶ ൅ ݔ ൅ 1, ଶݔ ൅ 1, ଶݔ ൅  ሽ. Esta base no es ortogonal bajoݔ
el producto interno 

ଶݔଵܽۦ ൅ ܾଵݔ ൅ ܿଵ|ܽଶݔଶ ൅ ܾଶݔ ൅ ܿଶۧ ൌ ܽଵܽଶ ൅ 2ܾଵܾଶ ൅ 3ܿଵܿଶ 

Mediante la ortogonalización de Gram-Schmidt se obtendrá una base ortogonal. 

ഥଵݓ ൌ ଶݔ ൅ ݔ ൅ 1 

ഥଶᇱݓ ൌ ሺݔଶ ൅ 1ሻ െ
ଶݔۦ ൅ ଶݔ|1 ൅ ݔ ൅ 1ۧ

ଶݔۦ ൅ ݔ ൅ ଶݔ|1 ൅ ݔ ൅ 1ۧ
ሺݔଶ ൅ ݔ ൅ 1ሻ 

ൌ ሺݔଶ ൅ 1ሻ െ
4
6
ሺݔଶ ൅ ݔ ൅ 1ሻ ⇒

2
ݔ6

ଶ െ
4
ݔ6 ൅

2
6 ∴ ഥଶݓ ൌ ଶݔ െ ݔ2 ൅ 1 

ഥଷᇱݓ ൌ ሺݔଶ ൅ ሻݔ െ
ଶݔۦ ൅ ଶݔ|ݔ ൅ ݔ ൅ 1ۧ

ଶݔۦ ൅ ݔ ൅ ଶݔ|1 ൅ ݔ ൅ 1ۧ
ሺݔଶ ൅ ݔ ൅ 1ሻ

െ
ଶݔۦ ൅ ଶݔ|ݔ െ ݔ2 ൅ 1ۧ

ଶݔۦ െ ݔ2 ൅ ଶݔ|1 െ ݔ2 ൅ 1ۧ
ሺݔଶ െ ݔ2 ൅ 1ሻ 

ൌ ሺݔଶ ൅ ሻݔ െ
3
6
ሺݔଶ ൅ ݔ ൅ 1ሻ െ

െ3
12

ሺݔଶ െ ݔ2 ൅ 1ሻ ⇒
3
ݔ4

ଶ െ
1
4 ∴ ഥଷݓ ൌ ଶݔ3 െ 1  

Finalmente, la base ortogonal es ୄܤ ൌ ሼݔଶ ൅ ݔ ൅ 1, ଶݔ െ ݔ2 ൅ 1, ଶݔ3 െ 1ሽ. 

Proyección Ortogonal 

El concepto de ortogonalidad permite calcular para todo vector ̅ݒ el elemento más cercano a él 
en cualquier subespacio. Dicho vector se obtiene al proyectar a ̅ݒ sobre una base ortogonal 
del subespacio, lo cual resulta en una combinación lineal: 

Proyௐ ݒ̅ ൌ෍
ത௜ۧݑ|ݒ̅ۦ
‖ത௜ݑ‖

ො௜ݑ

௡

௜ୀଵ

 



Álgebra Lineal ‐ Espacios con Producto Interno 2016

 

2  Ing. Aldo Jiménez Arteaga 
 

ൌ෍
ത௜ۧݑ|ݒ̅ۦ
ത௜ۧݑ|ത௜ݑۦ

ത௜ݑ

௡

௜ୀଵ

 

El teorema de proyección estipula que la distancia entre un vector y su proyección sobre un 
subespacio es mínima. 

 

EJEMPLO. La matriz del subespacio ܪ ൌ ቄቀ
ݔ ݕ
െݕ ቁݔ ቚݔ, ݕ ∈ ԧቅ que es la más próxima a 

തܽ ൌ ቀ1 െ ݅ 2 ൅ ݅
2 െ ݅ 1 ൅ ݅ቁ bajo el producto interno 

ۧܤ|ܣۦ ൌ trሺܤܣ∗ሻ 

se calcula a partir de la base ortogonal ܤ ൌ ቄቀ1 0
0 1ቁ , ቀ

0 1 െ ݅
െ1 ൅ ݅ 0 ቁቅ. 

Proyୌ aത ൌ෍
aത|uത୧ۧۦ
‖uത୧‖

uത୧

ଶ

୧ୀଵ

 

Proyୌ aത ൌ
ർቀ1 െ i 2 ൅ i
2 െ i 1 ൅ iቁ ቚ ቀ

1 0
0 1ቁ඀

ർቀ1 0
0 1ቁ ቚ ቀ

1 0
0 1ቁ඀

ቀ1 0
0 1ቁ

൅
ർቀ1 െ i 2 ൅ i
2 െ i 1 ൅ iቁ ቚ ቀ

0 1 െ i
െ1 ൅ i 0 ቁ඀

ർቀ 0 1 െ i
െ1 ൅ i 0 ቁ ቚ ቀ 0 1 െ i

െ1 ൅ i 0 ቁ඀
ቀ 0 1 െ i
െ1 ൅ i 0 ቁ 

ൌ
tr ቀ1 െ i 2 ൅ i

2 െ i 1 ൅ iቁ

tr ቀ1 0
0 1ቁ

ቀ1 0
0 1ቁ ൅

tr ቀ1 ൅ 3i െ2
2i െ3 െ iቁ

tr ቀ2 0
0 2ቁ

ቀ 0 1 െ i
െ1 ൅ i 0 ቁ 

ൌ
2
2 ቀ
1 0
0 1ቁ ൅

െ2 ൅ 2i
4 ቀ 0 1 െ i

െ1 ൅ i 0 ቁ 

ൌ ቀ1 0
0 1ቁ ൅ ቀ 0 i

െi 0ቁ ⇒ hത଴ ൌ ቀ 1 i
െi 1ቁ 


