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Adjunto de un Operador Lineal 

En el espacio vectorial ܸ donde se definen un operador lineal ܶ y un producto interno ݑۦത|̅ۧݒ, 
se cumple que 

ۧݒ̅|തሻݑሺܶۦ ൌ  ሻۧݒത|ܶ∗ሺ̅ݑۦ

donde ܶ∗ es llamado operador adjunto de ܶ. El operador adjunto se basa en la generalización 
de la matriz transpuesta-conjugada, y que permite establecer la relación entre el operador 
lineal y el producto interno en el espacio vectorial normado. 

Las propiedades de un operador adjunto son 

 ሺܵ∗ሻ∗ ൌ ܵ. 
 Si ܵ tiene inverso, entonces ሺܵିଵሻ∗ ൌ ሺܵ∗ሻିଵ. 
 ሺܵ∗ ൅ ܶ∗ሻ ൌ ሺܵ ൅ ܶሻ∗. 
 ሺܣߙሻ∗ ൌ ,∗ܣതߙ ߙ ∀ ∈ ԧ; ߙത es el conjugado de ߙ. 
 ሺܵ ∘ ܶሻ∗ ൌ ܶ∗ ∘ ܵ∗. 
 Si ܶ∗ ൌ ܶ, se dice que el operador es autoadjunto. 
 ܯ஻

஻ሺܶሻ ൌ ሾܯ஻
஻ሺܶ∗ሻሿതതതതതതതതതതതത், donde se aplica la transposición-conjugación. 

Existen varias formas de obtener el operador adjunto; todas ellas están referidas al producto 
interno, y a una base ortonormal. 

EJEMPLO. Sean el producto interno usual en Թଷ y el operador lineal 

Թଷ:ܨ → Թଷ ⇒ ,ݔሺܨ ,ݕ ሻݖ ൌ ሺݔ െ ݔെ,ݖ ൅ ݕ2 ൅ ݕെ,ݖ ൅  ሻݖ

Su adjunto puede determinarse mediante tres métodos. 

PRIMER MÉTODO: REDUCCIÓN E IGUALACIÓN 

Se basa en la definición del operador adjunto utilizando la aplicación del producto interno a la 
regla de correspondencia del operador. En este caso se considera que el adjunto es 
,ሺܽ∗ܨ ܾ, ܿሻ ൌ ሺ݌, ,ݍ  .ሻݎ

ۧݒ̅|തሻݑሺܨۦ  ൌ ܨ|തݑۦ ∗ ሺ̅ݒሻۧ 

,ݔሺܨۦ ,ݕ ,ሻ|ሺܽݖ ܾ, ܿሻۧ ൌ ,ݔሺۦ ,ݕ ܨ|ሻݖ ∗ ሺܽ, ܾ, ܿሻۧ 
ݔሺۦ െ ݔെ,ݖ ൅ ݕ2 ൅ ݕെ,ݖ ൅ ,ሻ|ሺܽݖ ܾ, ܿሻۧ ൌ ,ݔሺۦ ,ݕ ,݌ሻ|ሺݖ ,ݍ  ሻۧݎ

ሺݔ െ ሻܽݖ ൅ ሺെݔ ൅ ݕ2 ൅ ሻܾݖ ൅ ሺെݕ ൅ ሻܿݖ ൌ ݌ݔ ൅ ݍݕ ൅   ݎݖ

Al desarrollar el lado izquierdo de la última expresión y agrupar términos en ݕ ,ݔ y ݖ 

ܽݔ െ ܽݖ െ ܾݔ ൅ ܾݕ2 ൅ ܾݖ െ ܿݕ ൅ ܿݖ ൌ ݌ݔ ൅ ݍݕ ൅  ݎݖ
ሺܽݔ െ ܾሻ ൅ ሺ2ܾݕ െ ܿሻ ൅ ሺܾݖ െ ܽ ൅ ܿሻ ൌ 

Finalmente, al igualar término a término la parte izquierda con la derecha (según la variable 
factorizada) se obtiene el adjunto 

݌ݔ ൌ ሺܽݔ െ ܾሻ, ݍݕ ൌ ሺ2ܾݕ െ ܿሻ, ݎݖ ൌ ሺെܽݖ ൅ ܾ ൅ ܿሻ 

,ሺܽ∗ܨ ܾ, ܿሻ ൌ ሺ݌, ,ݍ  ሻݎ
ൌ ሺܽ െ ܾ, 2ܾ െ ܿ,െܽ ൅ ܾ ൅ ܿሻ 

SEGUNDO MÉTODO: COMBINACIÓN LINEAL DE UNA BASE ORTONORMAL  

Considera la definición del operador adjunto en conjunto con una de sus primitivas: la base 
ortonormal. El operador ܨ∗ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ഥݓ  puede expresarse como combinación lineal de los 
elementos de la base ܤ ൌ ቄሺ1,0,0ሻ, ቀ0, ଵ

√ଶ
, ଵ
√ଶ
ቁ , ቀ0, ଵ

√ଶ
, െ ଵ

√ଶ
ቁቅ. 

ഥݓ ൌ ഥۧሺ1,0,0ሻݓ|ሺ1,0,0ሻۦ ൅ ർቀ0, ଵ
√ଶ
, ଵ
√ଶ
ቁ ቚݓഥ඀ ቀ0, ଵ

√ଶ
, ଵ
√ଶ
ቁ ൅ ർቀ0, ଵ

√ଶ
, െ ଵ

√ଶ
ቁ ቚݓഥ඀ ቀ0, ଵ

√ଶ
, െ ଵ

√ଶ
ቁ 

Al aplicar la definición de operador adjunto a cada uno de los sumandos, y considerando que 
ݒ̅ ൌ ሺܽ, ܾ, ܿሻ y ܨ∗ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ഥݓ , se pueden simplificar los términos y llegar al adjunto. 

,ሺܽ∗ܨ ܾ, ܿሻ ൌ ሺ1,0,0ሻۧݒ̅|ሺ1,0,0ሻܨۦ ൅ ർܨ ቀ0, ଵ
√ଶ
, ଵ
√ଶ
ቁ ቚ̅ݒ඀ ቀ0, ଵ

√ଶ
, ଵ
√ଶ
ቁ

൅ ർܨ ቀ0, ଵ
√ଶ
, െ ଵ

√ଶ
ቁ ቚ̅ݒ඀ ቀ0, ଵ

√ଶ
, െ ଵ

√ଶ
ቁ 

ൌ ሺ1,0,0ሻۧݒ̅|ሺ1,െ1,0ሻۦ ൅ ർቀെ ଵ
√ଶ
, ଷ
√ଶ
, 0ቁ ቚ̅ݒ඀ ቀ0, ଵ

√ଶ
, ଵ
√ଶ
ቁ

൅ ർቀ ଵ
√ଶ
, ଵ
√ଶ
, െ ଶ

√ଶ
ቁ ቚ̅ݒ඀ ቀ0, ଵ

√ଶ
, െ ଵ

√ଶ
ቁ 

ൌ ሾܽ െ ܾሿሺ1,0,0ሻ ൅ ቂି௔ାଷ௕
√ଶ

ቃ ቀ0, ଵ
√ଶ
, ଵ
√ଶ
ቁ ൅ ቂ௔ା௕ିଶ௖

√ଶ
ቃ ቀ0, ଵ

√ଶ
, െ ଵ

√ଶ
ቁ 
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ൌ ሺܽ െ ܾ, 0,0ሻ ൅ ቀ0, ି௔ାଷ௕ଶ , ି௔ାଷ௕ଶ ቁ ൅ ቀ0, ௔ା௕ିଶ௖ଶ , ି௔ି௕ାଶ௖ଶ ቁ 
,ሺܽ∗ܨ ܾ, ܿሻ ൌ ሺܽ െ ܾ, 2ܾ െ ܿ,െܽ ൅ ܾ ൅ ܿሻ 

TERCER MÉTODO: MATRIZ ASOCIADA AL OPERADOR 

En este caso se hace uso de la matriz asociada al operador lineal original, tomando como 
referencia una base ortonormal. Para la base ܥ ൌ ሼሺ1,0,0ሻ, ሺ0,1,0ሻ, ሺ0,0,1ሻሽ la matriz 
asociada a ܨ se toma como 

ሺ1,0,0ሻܨ ൌ ሺ1,െ1,0ሻ 

ሺ0,1,0ሻܨ ൌ ሺ0,2, െ1ሻ       ⇒ ஼ܯ      
஼ሺܨሻ ൌ ൭

1 0 െ1
െ1 2 1
0 െ1 1

൱ 

ሺ0,0,1ሻܨ ൌ ሺെ1,1,1ሻ 

Esta matriz se transpone y conjuga para obtener la matriz asociada al operador lineal adjunto. 
Como es una matriz real, entonces solo basta transponerla. 

ሾ ܯ஼
஼ሺܨሻሿ் ൌ ൭

1 െ1 0
0 2 െ1
െ1 1 1

൱       ⇒        ൭
1 െ1 0
0 2 െ1
െ1 1 1

൱ቆ
ܽ
ܾ
ܿ
ቇ ൌ ൭

ܽ െ ܾ
2ܾ െ ܿ

െܽ ൅ ܾ ൅ ܿ
൱  

Finalmente, se obtiene la regla de correspondencia del adjunto. 

,ሺܽ∗ܨ ܾ, ܿሻ  ൌ ሺܽ െ ܾ, 2ܾ െ ܿ,െܽ ൅ ܾ ൅ ܿሻ 

En los tres casos, se corrobora que el adjunto de ܨ es 

,ሺܽ∗ܨ ܾ, ܿሻ  ൌ ሺܽ െ ܾ, 2ܾ െ ܿ,െܽ ൅ ܾ ൅ ܿሻ 

Operador normal  

ܶ es un operador normal si ܶ ∘ ܶ∗ ൌ ܶ∗ ∘ ܶ. En términos de sus matrices asociadas 

஻ܯ
஻ሺܶሻܯ஻

஻ሺܶ∗ሻ ൌ ஻ܯ
஻ሺܶ∗ሻܯ஻

஻ሺܶሻ 

Esta relación entre las matrices asociadas es válida solamente cuando ܯ஻
஻ሺܶሻ está referida a 

una base ortonormal ܤ. Un operador normal presenta las siguientes propiedades: 

 ‖ܶሺ̅ݒሻ‖ ൌ ‖ܶ ∗ ሺ̅ݒሻ‖. 
 Si ܶሺ̅ݒሻ ൌ ሻݒentonces ܶ∗ሺ̅ ,ݒ̅ߣ ൌ  .ߣ es el conjugado de ߣ̅ donde ,ݒ̅ߣ̅
 Si ߣଵ y ߣଶ son valores propios asociados a ܶ, entonces ܧሺߣଵሻ es ortogonal a ܧሺߣଶሻ. 

EJEMPLO. Sea el espacio vectorial ԧଶ con el producto interno usual. Para determinar si el 
operador lineal 

:ܨ ԧଶ → ԧଶ ⇒ ,ݔሺܨ ሻݕ ൌ ሺെ2݅ݔ ൅ ሺെ1 െ ݅ሻݕ, ሺ1 െ ݅ሻݔ െ  ሻݕ3݅

es normal, basta con demostrar que la multiplicación de sus matrices asociadas conmuta. 

Una base ortonormal bajo el producto interno usual es ܤ ൌ ሼሺ݅, 0ሻ, ሺ0, ݅ሻሽ, por lo tanto 

,ሺ݅ܨ 0ሻ ൌ ሺ2, 1 ൅ ݅ሻ, ,ሺ0ܨ ݅ሻ ൌ ሺ1 െ ݅, 3ሻ 

∴ ஻ܯ
஻ሺܨሻ ൌ ቀ െ2݅ െ1 െ ݅

1 െ ݅ െ3݅ ቁ ⇒ ஻ܯ
஻ሺܨ∗ሻ ൌ ቀ 2݅ 1 ൅ ݅

െ1 ൅ ݅ 3݅ ቁ 

Al multiplicarlas 

ቀ െ2݅ െ1 െ ݅
1 െ ݅ െ3݅ ቁ ቀ 2݅ 1 ൅ ݅

െ1 ൅ ݅ 3݅ ቁ ൌ ቀ 2݅ 1 ൅ ݅
െ1 ൅ ݅ 3݅ ቁ ቀ െ2݅ െ1 െ ݅

1 െ ݅ െ3݅ ቁ 

ቀ 6 5 െ 5݅
5 ൅ 5݅ 11 ቁ ൌ ቀ 6 5 െ 5݅

5 ൅ 5݅ 11 ቁ 

Como la conmutación en la multiplicación de las matrices asociadas se cumple, el operador ܨ 
es normal. 

Si un operador lineal es autoadjunto, entonces las matrices asociadas son la misma; por lo 
tanto, todo operador autoadjunto es normal. 


