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Tipos Especiales de Operadores 

Si la matriz asociada a un operador lineal, referida a una base ortonormal, es 

 simétrica, el operador lineal será simétrico. 
 antisimétrica, el operador lineal será antisimétrico. 
 hermítica. el operador será hermítico. 
 antihermítica. el operador será antihermítico. 
 ortogonal. el operador será ortogonal. 
 unitaria. el operador será unitario. 

Los operadores simétricos y hermíticos también son autoadjuntos: ܶሺ̅ݒሻ ൌ ܶ∗ሺ̅ݒሻ. 

Todos estos tipos especiales de operadores son normales. Cabe recordar que esta naturaleza 
está condicionada al producto interno utilizado. 

Los operadores ortogonal y unitario presentan la propiedad ܶ ∘ ܶ∗ ൌ ܶ∗ ∘ ܶ   ⇒  ;ܫ  
entonces ܶ∗ ൌ ܶିଵ. La diferencia entre uno y otro es el campo de definición: el operador es 
unitario sobre el campo ԧ; para el operador ortogonal el campo de definición es Թ. 

Dos características importantes de los operadores unitario y ortogonal se presenta en los 
renglones de las matrices asociadas: tomándolos como vectores, forman una base ortonormal. 

EJEMPLO. Bajo el producto interno usual en el espacio vectorial Թଷ, el operador lineal 
,ݔሺܩ ,ݕ ሻݖ ൌ ଵ

ହ
ሺെ3ݔ  ,ݕ4 ݔ4  ,ݕ3  ሻ es ortogonal y simétrico puesto que para la baseݖ5

ortonormal ܤ ൌ ൛ଓ̂, ଔ̂, ݇ൟ su matriz asociada y la de su adjunto son 

ܯ
ሺܩሻ ൌ

1
5൭

െ3 4 0
4 3 0
0 0 5

൱ ⇒ ܯ
ሺܩ∗ሻ ൌ

1
5൭

െ3 4 0
4 3 0
0 0 5

൱ 

Se obtiene la misma matriz, pues el operador es autoadjunto (simétrico). 

1
5൭

െ3 4 0
4 3 0
0 0 5

൱ 
1
5൭

െ3 4 0
4 3 0
0 0 5

൱ ൌ
1
25൭

9  16 െ12  12 0
െ12  12 16  9 0

0 0 25
൱ 

ൌ
1
25൭

25 0 0
0 25 0
0 0 25

൱ ⇒  ܫ

Nótese que existe ortogonalidad entre cada renglón de la matriz asociada, y cada renglón se 
encuentra normalizado. 

Para un operador unitario, los renglones siguen formando una base ortonormal. Debe 
recalcarse que los vectores serán ortogonales, si la parte real del producto interno entre ellos 
es nula. 

Teorema Espectral 

En el espacio vectorial ܸ con producto 
interno ݑۦത|̅ۧݒ, ,തݑ ∀ ݒ̅ ∈ ܸ, el operador 
lineal ܨ: ܸ → ܸ tiene una matriz 
asociada diagonal respecto a una base 
ortonormal, si ܨ es autoadjunto. 

Se denomina teorema espectral puesto 
que ܨ puede descomponerse en 
operadores (llamados espectros) 
asociados a cada uno de los vectores 
propios. 

 ܨ ൌ ଵܨଵߣ  ଶܨଶߣ  ଷܨଷߣ  ⋯  . (descomposición espectral)ܨߣ
 ܫ ൌ ଵܨ  ଶܨ  ଷܨ  ⋯  .ܨ
 ൻܨหܨൿ ൌ 0, ∀ ݅ ് ݆. 

donde el operador ܨ es la proyección ortogonal del vector genérico ̅ݒ ∈ ܸ sobre el espacio 
característico ܧሺߣሻ. 

EJEMPLO. Para la matriz 

ܣ ൌ ൭
1 െ݅ 0
݅ 1 0
0 0 1

൱ 
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su descomposición espectral puede darse por medio de operadores lineales o por matrices. 

ܣ| െ |ܫߣ ൌ ሺ1 െ ሻሾሺ1ߣ െ ሻଶߣ െ ሺെ݅ଶሻሿ 
ൌ ሺ1 െ ሻሺ1ߣ െ ߣ2  ଶߣ െ 1ሻ 
ൌ ሺ1 െ ଶߣሻሺߣ െ  ሻߣ2
ൌ ሺߣ െ 1ሻሺߣ െ 2ሻߣ 

Cada espacio propio será entonces 

ሺ0ሻܧ ൌ ሼሺݔ, െ݅ݔ, 0ሻ|ݔ ∈ ԧሽ 

ሺ1ሻܧ ൌ ሼሺ0,0, ݖ|ሻݖ ∈ ԧሽ 

ሺ2ሻܧ ൌ ሼሺെ݅ݕ, ,ݕ 0ሻ|ݕ ∈ ԧሽ 

y al realizar las respectivas proyecciones sobre una base ortogonal de cada espacio propio: 

Proyாሺሻሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
ሺݔ, ,ݕ ሻݖ  ሺ1, െ݅, 0ሻ
ሺ1, െ݅, 0ሻ  ሺ1, െ݅, 0ሻ

ሺ1, െ݅, 0ሻ ⇒
1
2
ሺݔ  ,ݕ݅ െ݅ݔ  ,ݕ 0ሻ 

Proyாሺଵሻሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
ሺݔ, ,ݕ ሻݖ  ሺ0,0,1ሻ
ሺ0,0,1ሻ  ሺ0,0,1ሻ ሺ0,0,1ሻ ⇒ ሺ0,0,  ሻݖ

Proyாሺଶሻሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ
ሺݔ, ,ݕ ሻݖ  ሺെ݅, 1,0ሻ
ሺെ݅, 1,0ሻ  ሺെ݅, 1,0ሻ

ሺെ݅, 1,0ሻ ⇒
1
2
ሺݔ െ ,ݕ݅ ݔ݅  ,ݕ 0ሻ 

Cada proyección es un operador lineal; por lo tanto, tiene una matriz asociada, que junto con 
cada valor propio asociado formará la descomposición espectral de la matriz ܣ original. 

Por lo tanto, la descomposición espectral es 

,ݔሺܣ ,ݕ ሻݖ ൌ ሺ0ሻ 
1
2
ሺݔ  ,ݕ݅ െ݅ݔ  ,ݕ 0ሻ൨  ሺ1ሻሾሺ0,0, ሻሿݖ  ሺ2ሻ 

1
2
ሺݔ െ ,ݕ݅ ݔ݅  ,ݕ 0ሻ൨ 

o bien 

൭
1 െ݅ 0
݅ 1 0
0 0 1

൱ ൌ ሺ0ሻ
1
2൭

1 ݅ 0
െ݅ 1 0
0 0 0

൱  ሺ1ሻ ൭
0 0 0
0 0 0
0 0 1

൱  ሺ2ሻ
1
2൭

1 െ݅ 0
݅ 1 0
0 0 0

൱ 


