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Formas Cuadraticas

Una forma cuadrdtica en R™ es una expresion con n variables, coeficientes reales, de
segundo grado y donde todos sus términos tienen el mismo grado. Con esta definicién, una
forma cuadratica en R3 tiene la forma

f(x,y,z) = Ax?> + By? + Cz? + Dxy + Exz + Fyz

Si se toma en cuenta la ecuacion general de segundo, se observara que al suprimir los
términos lineales y el término independiente, se tiene una cuadratica.

Dados % = (x,y,z) € R3 y el producto interno (ui|7) = uA»T, donde A es una matriz
simétrica de orden tres, al desarrollar la positividad se obtiene

A d e\ /x X
(x,y,2) (d B f) <y> =(Ax+dy+ez,dx+By+fzex+ fy+C(Cz) (y)
e f C/\z z

= Ax? + By? + Cz? + 2dxy + 2exz + 2fyz
= Ax? + By? + Cz? + Dxy + Exz + Fyz

Entonces, una cuadratica siempre tendra una representacién matricial, con base en un
producto interno y una matriz simétrica. Los coeficientes con términos mixtos son los valores
de los tridngulos de la matriz multiplicados por dos, y los coeficientes cuadraticos puros son
los elementos de la diagonal principal.

VALORES Y VECTORES PROPIOS EN LAS FORMAS CUADRATICAS

La ecuacion general de segundo para el espacio R* en forma matricial sera:
Ax? +By?+ Cz2+Dxy+Exz+ Fyx+Gx+Hy +1z+] =0
A d e\ ,x G
x y Z)(d B f><y>+(x y Z)<H>+]=
e f C/\z I

Entonces, debido a que las ecuaciones de segundo grado representan los lugares
geométricos, entonces es posible obtener una representacién matricial de dichos lugares (ya

sean curvas o superficies). La gran utilidad de esta representacion es la rotacién de ejes
coordenados.

Se sabe que una curva (o superficie) de segundo grado
> con términos mixtos Se encuentra en una posicion
” oblicua a los ejes coordenados. Esto hace muy dificil su
identificacion, y es necesario rotar el sistema
coordenado para analizar el lugar geométrico.

EJEMPLO. Para caracterizar la curva cuya ecuacion es
C: 7x*> +48xy — 7y —70x + 10y — 25 =0

se necesitan sus vectores propios, ya que éstos
determinan el sistema de coordenadas donde la curva no contiene términos cruzados.

Convirtiendo la curva en su ecuacion matricial
7x% + 48xy — 7y? — 70x + 10y — 25 =0
7 24\ (X —-70 _
Ny )G+ »(y)-25=
La matriz que representa la curva proporciona los vectores propios necesitados.
|7 -1 24 |_,
24 -7-2
=—T7+M1D)(7-2)—(24%)

= —(49 — 12) — 576
= AZ - 625 = Al = 25,).2 = _25

Parad = 25

(_2148 —2342) (;) = (8) ~3x—4y=0=>E(25) = {(x%x) |x € ]R}

ParaA = —25

G WO = Qe =0osem=((Gr)ben)
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donde se obtiene la base ortonormal

p={55) (-55)

la cual es analoga a la base candnica como generadora de un sistema de coordenadas, pero
rotado 45° en sentido antihorario.

Puesto que los términos cruzados de la ecuacion se asocian a los elementos de los tridngulos
superior e inferior de la matriz, es necesario hacer una diagonalizacion para que la curva sea
caracterizada.

1 1,4 —
* y)E(—43 431)(274 EL;)E(;L 43)(;)=
1 — X
* )E(17050 1—71%0)@ 43) (y)=
X X
05T _6s)G)= N 5)6)

Para la seccion lineal de la ecuacion, es necesario considerar un cambio de coordenadas
puesto que se desea cambiar del sistema canoénico (donde la curva es oblicua a los ejes) al
sistema rotado. EI cambio entre bases se logra con una matriz de transicion.

L0y - <43)+ <34)=> 43
P =E5) TR Ty TN T2 T Ty
4 4
5 5

D=5 a(-2t) b=t =

- M = %(—43 431)

que es la matriz inversa de la matriz diagonalizadora. Por lo que
1.4 3\/=70\ _ 4 3\ (-14
* y)g(—s 4)(10)_(x Y)(—s 4)( 2 )

=X ¥ (_5500)

Finalmente, la ecuacion de la curva sin términos cruzados es

25 0 \ (X —50 _
@ Ny ))& n(5)-25=0
(25x —25) (;‘,) — 50x + 50y — 25 =
25x? — 25y? — 50x + 50y — 25 =
x*—y?—2x+2y—1=
(x?=2x+1)—-(@?-2y+1)=1
(x-1)?-@-1*=1
La curva es una hipérbola con centro en C(1,1) y cuyos ejes transversal y conjugado tienen
un valor de 1.
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