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Operadores Lineales en Espacios con Producto
Interno

Definicion y propiedades elementales del adjunto de un operador
Al combinar las transformaciones lineales y el producto interno en un espacio vectorial dado se encuentran diferentes
tipos de operadores, que presentan propiedades Utiles para diversas aplicaciones.

Sea un espacio vectorial V donde se define un producto interno (u|U) VU, ¥ € V; y sean los operadores lineales
S:V >V yT:V —>YV. Debido a que las imagenes S(i1) y T(¥) son vectores de V, con ayuda del producto interno
definido se puede obtener:

S@|v) = a
@) =p

Si @ = B, entonces (S(2)|7) = (u|T(¥)). Al operador T se le conoce como operador adjunto de S, y se denota como
T = S*; es decir,

(S@)|v) = (ulS*(v)), Yuvev

El operador adjunto tiene propiedades importantes:

") =S.

Si S tiene inverso, entonces (S™1)* = (§*)~ 1.
S*+TH=(S+T)".

(aA)* = aA*,V a € C; @ es el conjugado de a.
(§oT) =T"oS".

SiT* =T, se dice que el operador es autoadjunto.

AN NN N U

Se debe hacer hincapié que S* es Unico para todo S y depende del producto interno utilizado; es decir S sélo tiene un
adjunto para cada producto interno definido.

a
—b
(A|B) = tr(ATB) Y A,B € M y el operador lineal X: M — M definido por

X(—ab ch) - (a—J;bC 2a3f2c)

EJEmpLOo 5.1. Sean el espacio vectorial M={( lc))|a,b,cE]R{}, el producto interno definido

Determinese el operador adjunto de X.

a b a b
Primero se definen las matrices A = ( 1; cl) ,B = ( g CZ) € M; entonces el operador adjunto es
—b1 O —0 (2
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(i NG 2= e (&, o)

Al aplicar las transformaciones se obtienen dos matrices, una de las cuales es desconocida. Por lo tanto, la definicién de

adjunto se reduce a
<< 1 1 ]) | ( 2 2>> (( 1 ]) | ( )>
_3b 2a + 2C _b C _b C y Z

«f Q2 bz) _(x Y . .
donde X <—bz c _(—y Z).AI aplicar el producto interno se llega a

o <a1 +c 3b, )T< a, bz) - ( a b1>T( x y)
_3b1 2a1 + 2C1 _bz Cy _b]_ Cq1 -y Z

a, + ¢ -3b, )( a, b2>] _ [(al —b1> x y ]
tr [( 3b1 2a1 + 2C1 _bz Cy =t b1 Cq1 (_y Z)

(alaz +a,cy + byb, ) — (alx + b1y y )
3b,b, + 2a,c5 + 2¢4 ¢4 . by +cz

a,a; + aycq + biby, +3b1by + 2a,c, + 2¢1¢, = ayx + by + b1y + ¢4z

tr

Al simplificar y factorizar los términos a4, by, ¢, se obtiene

a,a; + aycq + biby +3b1b, + 2a,c, + 2¢1¢, = a1x + by + b1y + ¢,z
al(az + ZCZ) + b1(4b2) + C1(2C2 + az) = alx + b1(2y) + Clz

Al igualar término a término se obtiene el sistema de ecuaciones

a;(a; +2¢,) = ax
by (4b;) = b (2y)
c1(2cy+ay,) = ¢z

Finalmente, se obtiene la solucién x = a, + 2¢,, y = 2b, y z = a, + 2¢,. Por lo que el adjunto de X es

X*( a, bz) _ (az + 2¢, 2b, )
-b, ¢;) \ =2b, a,+2c,

EJEMPLO 5.2. Sea el operador lineal D: R? — R? definido por
D(x,y) = (x +y,y —x)
Determinese el operador D* con el producto escalar ordinario y con el producto definido por
(Ulp) = 3x1%; — %12 — y1%2 + Y1Y2, V= (x,31),7 = (x3,5,) € R?
Recurriendo a la definicidn del operador adjunto
(D@|v) = (u|D*(v))

(D (xy, y)(x2,¥2)) = ((x1, 1) 1D (x2,¥2))
((x1 + y1,¥1 — x| (x2,¥2)) = ((x1,y1)[(a, b))
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Para el producto interno usual se tiene que

(Ce1 + 1,51 — x| (x2, ¥2)) = ((x1, ¥1)1(a, b))
(X1 + y1)xz + (31 — x1)y2 = ax; + by,

XXy + Y1X2 + V1Y2 — X1Y2 = ax; + by,
(x2 = ¥2)x1 + (X2 + ¥y2)y1 = axy + by,

dondea =x, —y,yb = x, + y,. Finalmentesellegaa D*(x,y) = (x —y,x + y)
Con el producto interno propuesto se tiene que

(Ce1 + y1, 51 — x| (x2,¥2)) = ((x1,¥1)1(a, b))
3%y + y1)xz — (1 + ¥1)y2 — (V1 — x1)x2 + (y1 — x1)y, = 3ax; — bx; — ay, + by,
3%1%2 + 31X, — X1Y2 — V1Yo — Y1Xo + X1X5 + Y1Y2 — X1y, = Ba— b)x; + (—a + b)y,
(4% — 2y2)x1 + (2x3)y, = Ba —b)xy + (—a+ b)y,

y se obtiene el sistema de ecuaciones

4x, —2y, = 3a-—b>b
2%, = —a+b

que al resolverlo, da como solucién a 3x, —y, =a y 5x, —y, = b. Y el adjunto para este producto interno es

D*(x,y) = 3x —y,5x — y).

Tomando en consideracidon una base ortonormal de un espacio vectorial también es posible encontrar al adjunto por
medio de combinaciones lineales. Sea V un espacio vectorial con producto interno, w € V y B = {&;,&,, &3, ...6,} una
base ortonormal de V. Se sabe que el vector w puede representarse como una combinacién lineal de elementos de una

base ortogonal por medio del producto interno; es decir,

7=

)

i)
i)

e

)

Como los vectores estdn normalizados, entonces el producto interno (&;|e;) es unitario; la expresidn se simplifica a

W= Z(Wle—i)éi (D)
i=1

Por otro lado, tomando en consideracién que la imagen de cualquier vector de V bajo un operador adjunto es otro

vector del mismo espacio, se puede expresar que
T"W)=w ...(2)

Al sustituir (2) en (1) y utilizando la simetria del producto interno se obtiene

@) = Y (I @lede
i=1
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- Z(éiw*(ﬁ))éi . (3)

Finalmente, la definicion de operador adjunto estipula que (T (%0)|v) = (u|T*(¥)); si i representa a cualquier vector de

una base ortonormal, entonces la definicion se reescribira como
(T(e)|v) = (&IT* (@) ...(4)

y al sustituir (4) en (3) se llega a que
n
@) = Y T@I0e
i=1

EJEMPLO 5.3. Sea el operador lineal del ejemplo 5.2 y el producto interno usual en R?. Por medio de una base

ortonormal, obténgase el operador adjunto D*.

Se partira de la b B—{(ii)(i—i)} | vect “rico (x, ); la regla d dencia del d

e partird de la base B = | 77, 75 ), (5, — 73§ v el vector genérico (x, y); la regla de correspondencia del operador es
Dx,y)=(x+y,y—x)

Tomando la definicidn anterior y sustituyendo la base y el vector se tiene que

06 = (0 (G5 75) [ (G5 ) ((%,- o) (5 -5)
[ Z ) () {0~ D) ()
(G ) G )+ [0 D] G-

1 1 2 1 1
R it e i vt
=(xx)—O,-y)

Por lo que, D*(x,y) = (x — y,x + y) obtenido con anterioridad.

Una caracteristica importante de los operadores adjuntos es que su matriz asociada se obtiene al transponer (y
conjugar, en el caso de un espacio complejo) la matriz asociada del operador original.

Sea V un espacio vectorial de dimensidn finita con producto interno, y B una de sus bases ortonormales. Si T:V — V es

un operador lineal, entonces
ME(T*) = [ME(D)]*

donde [ME(T)]* denota a la matriz transpuesta conjugada de ME (T).
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Definicion y propiedades elementales de operador normal

Sea I/ un espacio vectorial con producto interno, y sea T un operador lineal en V. Se dice que T es un operador normal si
ToT*=T*oT.Entérminos de sus matrices asociadas

Mg (T)ME (T™) = M§(T*)ME (T)

Esta relacién entre las matrices asociadas es vélida solamente cuando M5 (T) esta referida a una base ortonormal B.
Notese que si dicha base estd formada por vectores caracteristicos de T, entonces la matriz asociada es diagonal; en
conclusién, toda matriz diagonal es normal.

EJEMPLO 5.4. ¢ Cudl de los siguientes operadores es normal?

P:R3 > R3= P(a,b,c) =(a+b,a—b+c,b—c), con el producto interno usual.

Q:R? - R? = Q(x,y) = (x — 3y, 2y), con el producto interno definido por
((x,M|(a, b)) =xa—xb—ay + 2yb

En ambos casos se necesita una base ortonormal con respecto al producto interno dado; asi, se puede encontrar las
matrices asociadas al operador lineal y a su adjunto, y probar que el producto entre ambas es conmutativo.

Para el operador P con el producto punto la base es C = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)}. Por lo que la matriz asociada es
1 1 0
MEP)=|1 -1 1
0 1 -1
Como es una matriz simétrica, su transpuesta es la misma matriz; por lo tanto, la matriz del operador adjunto es
1 1 0
MEPH=|1 -1 1
0 1 -1

La naturaleza de la matriz indica que el producto entre las dos matrices siempre serd conmutativo; en consecuencia, el
operador es normal.

En el caso del operador @, se necesita una base diferente a la candnica, puesto que el producto interno no es el usual.
Dicha base es B = {(1,0),(1,1)}, que puede comprobarse es ortonormal. La matriz asociada para este segundo
operador lineal es

1 -4
M@= )
La matriz del operador adjunto serd, entonces

M5(Q") = (—14 g)

Al realizar la multiplicacidn, y verificar la conmutacion, se llega a
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6 G =G 96 )
G D= )
Como el producto entre las matrices no conmuta, entonces el operador lineal Q no es normal.

Un operador normal presenta las siguientes propiedades:

v AIT@I = IIT* @)
v SiT(¥) = A, entonces T*(¥) = A, donde 1 es el conjugado de A.
v SiA; y 4, son dos valores propios asociados a T, entonces E(1,) es ortogonal a E(4;).

EJEMPLO 5.5. Se demostraran las propiedades | y Il enunciadas anteriormente.

En el primer caso, se tomara como base la definicién de norma y adjunto de un operador lineal.

(TIT@)) = @|T*[T(@)])
= (0|(T" » T)())
= (0|(T = T*)(@))
= (v|T[T*(@)])
= (@|(T)*[T*@)])
=(T*@)IT*())

Para el segundo caso, ahora se utiliza el concepto de vector caracteristico y las propiedades del producto interno en
espacios complejos. Considerando a @ como un valor propio de T*

(T(@)|D) = (D|T*(¥))
(A0|0) = (D|av)
MDY = al{v|v)

=a

ST
Il
S

Si el operador T estuviese definido sobre los nimeros reales, entonces sus valores propios y los de su adjunto son los
mismos.

Definicion y propiedades elementales de operadores, y su representacion matricial
El operador normal no es el Unico tipo de adjuntos que existen; otras variantes se relacionan con ciertos tipos especiales
de matrices (simétricas, hermiticas, ortogonales, etc.) que al asociarlas a un operador lineal y un producto interno, se
encuentra una coleccion de diferentes operadores adjuntos con vectores caracteristicos muy particulares.

Operadores hermiticos y simétricos

Son casos especiales de los operadores normales. Su nombre lo obtienen con base en el tipo de matriz que se asocia al
operador lineal. En términos de algebra lineal se definen como:

TW) =T"(v)
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Lo cual también hace al operador autoadjunto. Sin embargo, se dice que un operador lineal es hermitico, si el espacio
vectorial donde se define es complejo y su matriz asociada cumple que

M(T) = M(T)"
= [M(D]"

Es decir, su matriz asociada es hermitica.
Cuando el operador lineal se define en un espacio vectorial real, y su matriz cumple que
M(T) = [M(D)]"
Entonces se trata de un operador lineal simétrico.
EJEMPLO 5.6. Determinese la naturaleza del operador lineal (hermitico o no)
H(ax?+bx +c¢) = (a—ic)x? + (1 + i)cx + [ia + (1 — i)b]
bajo:
a. El producto interno
2
(ﬁlc_[)=2ail_)i, VP =ayx?+ax+ayq=byx?>+bx+by
i=0
b. El producto interno
1
@la) = ) pHa®
i=—1
Ambos definidos en el espacio vectorial complejo P, = {ax? + bx + c|a, b,c € C}.
En ambos casos es necesario obtener una base ortonormal, y verificar que la matriz asociada una matriz hermitica.

a. En este caso del primer producto interno se obtiene que una base ortonormal es B = {x?,x,1}. Al obtener su
matriz asociada:

Hx®) =x*+i, HX=1-i  H()=—-ix*+(1+i)x
1 0 —1
=>MEH)=|0 0 14+
i 1-1 0
Se transpone y conjuga para obtener

1 0 i \"
Mg(H)=(0 0 1—i>
—i 1+i 0
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1 0 —i\’
=<o 0 1+i>
i 1-i 0

Lo cual es una matriz hermitica; por lo tanto, el operador lineal es hermitico bajo este producto interno.

1 1 1 . .
b. La base ortonormal en este segundo casoes C = {xz — 1,Ex2 + Ex,;xz — Ex}. Por lo tanto, la matriz asociada es

HG2—1) = (1—Dx? + (1 + Dx + i tho, H(zxtogx)=gxt+ (5 +i)
X = L)X L)X L X 2, Zx 2x —Zx ) l

Al transponer y conjugar se llega a

Por lo tanto, la matriz no es hermitica, y en consecuencia el operador lineal tampoco lo es.

EJEMPLO 5.7. Determinese el valor de § € R para que el operador lineal G: R? —» R?, cuya regla de correspondencia es

G(x,y) = (4x + (2 + B)y, —4Bx — 3y), sea simétrico bajo el producto interno
((x,y)|(a,b)) = 4xa + 2xb + 2ya + 2yb

Para obtener el valor buscado solo se requiere que la matriz asociada al operador sea simétrica; sin embargo, una de las
restricciones es que la base utilizada sea ortonormal bajo el producto interno dado. Con base en esto, se puede

comprobar que la base

o[G0

cumple con la caracteristica enunciada. Asi,

G Go) = (2,-2B)

G (% —1) = (=B, —28 +3)

Luego entonces, la matriz asociada buscada es
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o=(5 3)

Esta ultima matriz debe ser simétrica; la Unica forma para cumplir esa naturaleza es

28 = —48 + 3
68 =3

1
ﬁ=§

Con este valor, se cumple la caracteristica pedida para el operador lineal.

Operadores antihermiticos y antisimétricos

Este tipo de operadores, al igual que los anteriores, deben su hombre al tipo de su matriz asociada: antisimétrica (para
espacios reales) o antihermitica (para espacios complejos); es decir, referida a una base B, la matriz asociada a un
operador lineal T antihermitico (o antisimétrico) es

ME(T) = —[ME(D)I*

Se debe recordar que las matrices antisimétricas son un caso especial de las matrices antihermiticas, especificando la
naturaleza de los elementos que componen los tridngulos y la diagonal principal de la matriz.

EJEMPLO 5.8. El operador lineal G:R3 - R3 = G(a,b,c) = (=3b +¢,3a + 2c,—a — 2b) es antisimétrico bajo el
producto interno usual. Se comprobara esta naturaleza utilizando la matriz asociada a G referida a la base candnica del
espacio vectorial.

G(1,0,0) = (0,3,—-1)
0 -3 1
G(0,1,0) = (—3,0,—2) = MG)=| 3 0 2
-1 -2 0
G(0,0,1) =(1,2,0)
Claramente se observa que la matriz asociada calculada es antisimétrica.
EJEMPLO 5.9. En el espacio vectorial complejo P, = {ax? + bx + c|a, b, c € C}, el operador lineal

Jax?+bx +¢c) = —(ib+ (1 —i)c)x? — (ia — (2 = 3))x + ((1 + Da — (2 + 30)b)

es antihermitico bajo el producto interno

2
(azx? + a;x + a_0|b,x% + byx + by) = 2 anb,

n=0

Al obtener la matriz asociada al operador lineal referida a la base ortonormal C = {x?,x,1}, se observa que es
antihermitica:
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0 —i —1+i
ME(H) = —i 0 2—3i
1+i —-2-3i 0

En consecuencia, el operador lineal es antihermitico.

Operadores ortogonales y unitarios

Al igual que los operadores anteriores, los operadores unitarios y ortogonales reciben su nombre del tipo de matriz
asociada que tienen. En este caso, nuevamente es necesario especificar el espacio vectorial al cual se hace referencia,
para determinar si se trata del operador unitario o el caso especial de éste, el operador ortogonal.

Un operador T definido en un espacio vectorial complejo es unitario, si su matriz asociada a una base B cumple con

ME(TYME(T*) = ME(D)
ME(DME(D]* =1

El operador T serd ortogonal, si esta definido en un espacio vectorial real y su matriz asociada a la base C cumple con

ME(TIME(T™) = ME(D)
MEM[MEMD)] =1

En este caso, la matriz asociada al operador adjunto es la inversa de la matriz asociada al operador original. En términos
de transformaciones lineales, los operadores unitarios (u ortogonales) se representan como

ToT*=T*eT = 1
EJEMPLO 5.10. Determinese el valor de k € R para que el operador lineal
VR3S R3=V(x,v,2) =k(x +2y +22,2x —2y+2z,2x +y — 22)
sea ortogonal bajo el producto interno usual.
El primer paso es encontrar la matriz asociada al operador referida a la base candnica.
1 2 2
MV)=k(2 -2 1
2 1 =2

Entonces, al transponer la matriz obtenida y realizar la multiplicacién se llega a
1 2 2 1 2 2 9 0 O
[k(z -2 1 )] [k(z -2 1 )] =k2<0 9 0)
2 1 =2 2 1 =2 0 0 9
1 0 0
= (0 1 0)
0 0 1

que es indicacién de los valores que se han buscado:

9k2 =1
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k? =

H ol

W =

k =
EJEMPLO 5.11. Determinese si K: C? - C%2 = K(x,y) = \%((1 +Dx+iy,x—(1+ i)y) es un operador lineal unitario
bajo el producto interno usual.

La matriz asociada al operador, referida a la base candnica es

1 . .
MU :ﬁ(liﬂ )

Al multiplicarla por la matriz asociada a su adjunto se obtiene

1 14 i 11— 1 _1.:3 9 10
[ﬁ( 1 —1—i)”ﬁ( i —1+i)]"§(o 3)=’(o 1)
El resultado es la matriz identidad; entonces, el operador propuesto es unitario.

Cabe destacar que los renglones (o columnas) de una matriz unitaria representan una base ortonormal en el producto
interno utilizado.

Teorema espectral
Una de las aplicaciones mas importantes de los operadores lineales en espacios con producto interno es el teorema
espectral, el cual establece las caracteristicas de la diagonalizacion de algunos operadores con base en la ortogonalidad.

Este teorema especifica lo siguiente:

Sea el espacio vectorial V, donde se define el producto interno (i|7),V &, 7 € V. El operador lineal F:V — V tiene una
matriz asociada diagonal respecto a una base ortonormal, si F es autoadjunto.

En otras palabras, un operador autoadjunto siempre es diagonalizable y sus vectores propios siempre son ortogonales
entre si. Al aplicar la definicion de autoadjunto, se establece que la matriz asociada es simétrica (en el campo R) o
hermitica (en el campo C).

El nombre de teorema espectral viene dado por la descomposicidon en operadores (llamados espectros) asociados a cada
uno de los valores propios. Esta asociacidn se logra con base en proyecciones de un vector genérico sobre cada uno de
los espacios caracteristicos.

Todos los operadores autoadjuntos presentan las caracteristicas que se enuncian a continuaciéon. Sea el operador lineal
F:V — V, con valores caracteristicos 14, 45, 13, ..., 4.

v F =14 F + A,F, + A3F; + -+ + A,,F, (descomposicion espectral).
v I=F1+F2+F3+"'+Fn.
v (F|F)=0,vi=*].
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donde el operador F; es la proyeccidn ortogonal del vector genérico ¥ € V sobre el espacio caracteristico E(4;).

EJEMPLO 5.12. Sea F: R? » R? = F(x,y) = (x + 2y,2x + y) y el producto escalar ordinario en R2. Determinese si se
trata de un operador diagonalizable. En caso afirmativo, obténgase la descomposicién espectral.

Una base ortonormal respecto al producto punto es € = {(1,0), (0,1)}. Luego entonces, la matriz asociada al operador
lineal referida a la base candnica es

M(F) = (; i)

La matriz es simétrica; entonces, el operador es autoadjunto y diagonalizable. Al obtener los valores caracteristicos se
llega a

1-2 2 | _ 12
2 1_/1—(1 A —4

=[1-D-2][(1-21)+2]
=(-1-DB-1) = A=-11,=3

Se corrobora que el operador es diagonalizable, puesto que los valores propios son diferentes entre si. Respecto a los
espacios caracteristicos,

E(-D={(,-0lxeR}, EQ) ={G»lyeR}

Se observa que ambos espacios son ortogonales entre si, respecto al producto escalar ordinario. Finalmente, la
descomposicidn espectral se logra al realizar proyecciones sobre los subespacios obtenidos anteriormente.

F(x,y) = L4Fi(x,y) + 1,F,(x,y)
= (—1) Proyg-1)(x,¥) + (3) Proygs(x,y)

_ (xr Y) : (1, _1) (x! J’) : (111)
~Hayaot e an Y
=—x;y(1,—1)+3(x;y)(1,1)

1 3
F(x,y) = —E(x—y,—x+y) +E(x +y,x+y)
Esta ultima expresidn es la descomposicion espectral buscada.

Otra forma de encontrar la descomposicion espectral de un operador reside en la propia diagonalizacién. Considérese
que A es una matriz hermitica, y D es una matriz diagonal asociada a una base ortonormal de vectores propios

B = {bl, by, bs, ..., bn}. Tomando el cuenta el proceso de diagonalizacion, la matriz diagonalizadora es

P=1[b{ b b - byl
y, por lo tanto
D =P7lAp
PDP~1=4
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Tomando en cuenta que D contiene a los valores propios en el orden especifico de la base B, y que por venir de una
base ortonormal P es unitaria, la matriz A se puede reescribir como

[/11 0 0 0]
o _oazo---0| )
[bf b bI - b£]|9 0 A3 - OlblT by b - BII*=4
lo o o 2,
A 0 0 - 07[b1]
L _0/120---0]152
[b{ b; bY - bﬂ]lo 0 A3 = 0]|b,|=
0 0 0 - Adp
_El_
_ _ _ _ EZ
[A,B]  2,bF A3 -+ A,BLl{B,|=
b,

A,bTb; + A,b%b, + A3bTbs + -+ + A, bLb, =

donde El representa al conjugado del vector l_)i. La ultima expresion es la descomposicidén espectral en forma de matriz,
gue es equivalente a la descomposicién de un operador lineal T, considerando que A estd asociadaa T.

EJEmMPLO 5.13. Obténgase la descomposicion espectral del operador lineal del ejemplo 5.12 a partir de su matriz

asociada.

Para el operador F se tiene que

MEA=(; 1), A=-Lh=3 ECD={x-0keRLEG) = {0y R}

Luego entonces, una base ortonormal de vectores propios es B = {\/% 1, —1),\/%(1,1)}. Puesto que se estd trabajando

en un campo real, no es necesario el conjugado. La descomposicién espectral es

G D-1lpl)ga —v]+slE0za o)
=_1[E -1 _11 ]+3[E 1 1)]
Al obtener las respectivas reglas de correspondencia (del operador F y sus operadores proyeccién)
G D6 =1EC DIO+RE DIE)
(x+2y,2x+y)= —%(x—y,—x+y) +%(x+y,x+y)

que es el resultado del ejemplo 5.12.
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EJEMPLO 5.14. Demuéstrese que un operador lineal autoadjunto puede descomponerse utilizando proyecciones
ortogonales sobre sus espacios caracteristicos (descomposicidn espectral).

Sean V un espacio vectorial de dimensién n con producto interno, T:V — V un operador lineal autoadjunto,
B = {¥;, Uy, ..., Up} una base ortogonal de vectores propios de T asociados a los valores 14,15, ..., A,,, y 2 € V un vector
genérico.

El vector & puede expresarse como combinacion lineal de los elementos de la base B; es decir,

u= 0!1171 + azﬁz + -+ anﬁn

Como la base es ortogonal, entonces los escalares pueden expresarse como

L dam)
LTl o)
es decir, la combinacidn lineal se reescribe como
- (ulvq) 5 (ulv,) _ (ulvy) _
= G by e
(v,]77) (V,]7,) (Un| D)

Obsérvese que cada término de la combinacién lineal es la proyeccion ortogonal de © sobre cada elemento de la base B.
Al aplicar el operador lineal T a ambos lados, se obtiene

Hm:T«mmy_+mm>_+m+wmo_>

—— UV p—— gy
(v,]77) ! (V,]7,) 2 (Un D)
(ulv,) (ulv,) (ulon)
T(v T(v,) + -+ T(v
= Toatoy T+ oy T2+ o TG
Como los vectores de la base son caracteristicos, por definicion, se llega a
. (ulvy) (ulv,) (ulvy) . _
T(u :T/‘l V1 +— A,V + ot — — A1V
@ = Gy a7 * T g %2 (o oy A
(ﬁlﬁl) _ (ulvy) _ (ulvn) _
= }L + }L —_— Uy + -+ A P —
! (V1|U1> 2 (U2|72) 2 " (U | 1)

Hasta este punto se hacen las siguientes consideraciones:

1. Cada proyeccion ortogonal se hace sobre el espacio caracteristico E(4;), puesto que el vector ¥; es una base de
dicho espacio. Si E(4;) tuviese dimensién m > 1, entonces la base contendria a los vectores ¥;, U; 1, ..., Uj4m—1; €N
consecuencia, la proyeccién seria la agrupacién de los términos que contengan a los vectores propios mencionados.

2. Laproyeccién ortogonal puede considerarse como un operador lineal; es decir,

(ulvy) _

iy 7= 1@

Por lo tanto, el operador lineal puede escribirse como
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T(@) = 1Ty (@) + 2,T,(@) + -+ + 1, T, (W)
gue es la descomposicion espectral de T.
EJEMPLO 5.15. Obténgase la descomposicidn espectral del operador lineal
S:C->C>Sxy,z2)=+@+)y,(1—Dx+2y,2)

Utilizando el producto interno usual en el espacio vectorial dado, una base ortonormal es la base candnica; por lo tanto,

1 1+i O
M(S)=<1—i 2 O>

0 0 1

la matriz asociada al operador es

Como la matriz es hermitica, puede descomponerse espectralmente. Entonces, sus valores y vectores propios son

1-4 1+ 0
1-i 2-41 0
0 0 1-21

=01 -A(=3+D1=0

E(1) ={(0,0,2)|z € R}

E(0) = {(x,(—%+%i)x,0) |x € ]R{}
1 1

EQ3) = {((E+Ei>y,y,0> Yy E [R}

y al obtener las proyecciones sobre cada subespacio con la base orotonormal

2 1 1 2/1 1
B = (0,0,1), §<1,—§+§l,0), §<E+El,1,0)

se obtiene

0 1 L

_ 20 17, 1.\ |2 20272 21 1
M(S)_lK(l))(o 0 1) +0\£ — 4 \E@ Loy 0) +3 150" 1 5(5—51 1 0)
0 0

00 0 [ 1 —2—3i 0 5 5 a5l 0

=10 o o]+o0|5(_1,1, 1 +3]|2 1
0 0 0 0 0 0

Finalmente, la descomposicidn espectral es
SC,y,z)=(+A+Dy, (1 —-Dx+2y,2)
= (0,0 +3(1 +(1+1-) (1 1-) 2 0)
=002 +3(3x+{3+30)y(3-31)x+3¥

EJEMPLO 5.16. Encuéntrese la descomposicidn espectral del operador lineal
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T:R3 > R3=>T(x,y,z) = (=3x + 2y — z,2x — 2z,—x — 2y — 32)

Empezando el desarrollo con los valores y vectores propios, y las respectivas proyecciones sobre éstos ultimos:

-3 2 -1 —3-1 2 -1
MT)y=[2 0 =2 = 2 -1 =2 |=-23-612+32
-1 -2 -3 -1 =2 -3-2
Paral; = —4
X+ 2z —X+y+z
E(-8) = (3, x + 29,y € R} = Ty(x,y,2) = —— (L) + Ty(—m,n
Paral, =2
—Xx—2y+z
EQ)={(-2-222)|z € R} = Ty(xy, = T(—1, -2,1)

Finalmente la descomposicidn espectral es:

5x-2y+z —x+y+z x+2y+52z X+2y—2z 2x+4y—2z —x—2y+z
T(ny'Z) = (_4)( ’ ’ )+(2)( ) ) )
6 3 6 6 6 6
Como puede observarse, el primer valor propio esta asociado a un espacio de dimensidn dos; esta es la razén por la cual
el operador lineal solo tiene dos espectros.

Formas cuadraticas
En Algebra y Geometria Analitica existe funciones que permiten representar lugares geométricos. Las funciones de
interés en este tépico son las formas cuadraticas.

Una forma cuadrética en R™ es una expresion con n variables, coeficientes reales, de segundo grado y completamente
homogéneo. Una expresion homogénea es aquélla donde todos sus términos tienen el mismo grado. Con esta
definicidn, una forma cuadratica en R3 tiene la forma

f(x,y,2z) = Ax* + By? + Cz* + Dxy + Exz + Fyz

Si se toma en cuenta la ecuacién general de segundo, se observara que al suprimir los términos lineales y el término
independiente, se tiene una forma cuadratica.

Representacion matricial
Sea i = (x,v,z) € R3 y el producto interno definido por (i|7) = A¥T, donde A es una simétrica de orden tres. Si se
desarrolla la propiedad de positividad del producto interno, facilmente se obtiene

A d e\ ,x x
x vy Z)(d B f)(y):(Ax+dy+ez dx+By+fz ex+fy+Cz)<y)
e f C/\z z

= Ax? + dxy + exz + dxy + By? + fyz + exz + fyz + Cz?
= Ax? + By? + Cz? + 2dxy + 2exz + 2fyz
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= Ax?> + By? + Cz? + Dxy + Exz + Fyz

Lo que implica que una forma cuadratica siempre tendra una representacidn matricial, con base en un producto interno
y una matriz simétrica. Notese que los coeficientes con términos mixtos son los valores de los tridngulos de la matriz
multiplicados por dos, y los coeficientes cuadraticos puros son los elementos de la diagonal principal.

Aplicacion de los valores propios y los vectores propios de matrices simétricas a las

formas cuadraticas
Como ya se menciond, las formas cuadraticas estdn contenidas en la ecuacién general de segundo grado; por lo tanto,
dicha ecuacién también tiene una representacién matricial en términos de un producto interno.

La ecuacién general de segundo para el espacio R3 en forma matricial sera:

Ax?*+By?>+Cz2+Dxy +Exz+ Fyx+Gx+Hy +1z+] =0

A d e\ x G
* vy 2ld B f <y>+<x y Z)(H +]=0
e f C/\z I
Entonces, debido a que las ecuaciones de segundo grado representan los lugares geométricos, entonces es posible

obtener una representacién matricial de dichos lugares (ya sean curvas o superficies). La gran utilidad de esta
representacién es la rotacidn de ejes coordenados.

Se sabe que una curva (o superficie) de segundo grado con términos mixtos se encuentra en una posicion oblicua a los
ejes coordenados. Esto hace muy dificil su identificacion, y es necesario rotar el sistema coordenado para analizar el
lugar geométrico (véase la figura 5.1).

Figura 5.1. Rotacion de ejes para analizar una pardbola.

Existen dos caminos para lograr esa rotacion de ejes coordenados: 1) por Geometria Analitica se utilizan las ecuaciones
de rotacién, la desventaja es el gran nimero de célculos y reducciones a realizar; 2) por Algebra Lineal utilizando la
ecuacion en forma matricial, que al ser una matriz simétrica implica que se puede diagonalizar y utilizar una matriz de
transicién para los términos lineales.
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Al diagonalizar la matriz se obtendra la parte cuadratica sin términos cruzados, lo cual implicard que las rectas
trascendentales de la curva son paralelas a alguno de los ejes coordenados; en consecuencia, la curva serd muy sencilla
de analizar.

Algo muy importe es que los vectores propios normalizados serdn los generadores del sistema coordenado rotado, y es
sumamente importante tomar el orden apropiado para obtener el sistema y la curva correctos.

EJEmMPLO 5.17. Determinese la ecuacion sin términos mixtos de la curva
5x2 + 4xy + 2y? —24x — 12y + 29 =0
Ademas, calculese el angulo de rotacidon del nuevo sistema de coordenadas.
La ecuacidn puede escribirse en forma matricial como
« nE G +a »n(TE)+29=0
uAu” +uC’ +29 =
Para resolver el problema, se deben calcular sus valores propios de la matriz A. Por lo que,

5—-1 2 |_
2 2—x_0

de donde se obtienen A; = 1y A, = 6, cuyos vectores propios son, respectivamente:

E(A) ={(x,—20)lx € R},  E(12) ={(2y,y)ly € R}

La base ortonormal de vectores propios que se utilizara es

=5 w) (%)
V5'V5/'\ VBV
Por lo que, siguiendo el concepto de similaridad de matrices, la ecuacién de la curva quedara como

P~ APT" + aP1CT +29 =0
1 1 _ 1 _
e n(FE DG DFE DG e n(F)(E )T =0
1 _ 1y
e )7 DG D)+ »(F) ()=
x ¥ (%) (300 (5)) (;)+<%) (—60x) + 29 =

x ¥) (8 (1)) (;) + (%) (—60x) + 29 =

6x%2 +y2 —12V5x +29 =10

L . L . . 2 1
que es la ecuaciéon buscada. El angulo de rotacidn es el mismo que el angulo entre los vectores (\/_g’\/_g) vy (1,0).
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(& 3o

|(& %) o
2

V5
2
= arccos —
4 NG
26.5651°

il

cosQp =

el cual es el dngulo buscado. La figura 5.2 muestra la cénica con la rotacidn y translacion de los ejes coordenados.

6(y\~7\/?)1+)'3:l

5}
T

S T S S R w S S R R S R
1 2 3 4

Figura 5.2. Rotacidn y traslacion hasta el punto C (\/g, 0) del sistema X'Y’', donde se encuentra el centro de la elipse.

. .z . o . s .
EJEmMPLO 5.18. Determina la ecuacion de la superficie S, en un sistema de coordenadas rectangular rotado " hacia la

derecha sobre el plano XY.

2 2
y A

St (x—1)2-2-—"—=1
) R

Al desarrollar la ecuacién de la curva, se puede representarla como una ecuacién matricial.

0

36x% —9y% —4z%2 — 72x

36 0 0\ /x -72
>y Z)(O -9 0><y)+(x y Z)( 0)
0 0 -4/ >z 0

Para encontrar el cambio de coordenadas se necesitan las bases de cada sistema; es decir, la base candnica para el

sistema actual, y la base de vectores propios ortonormales del nuevo sistema. Esa segunda base es

V3 1 143
B = {(7,—5,()),<§,7,0>,(0,0,1)}
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Utilizando la diagonalizacién de matrices, se plantea que PDP~! = A. La matriz P esta formada por los vectores de la
base B dispuestos en columnas.

1 V3 1
2 2z %\/36 0 o\/f7 30
A= 1 3 0 0 -9 0 1 V3 0
2 2 0 0 —4 2 2
0 0 1 0 0 1
183 -2 0\/2 1o 27-2  —9V3-N3 0
=l -18 -3 o |2 B o)7|-9v3-3 9-% 0
2 2
0 0 —4 0 0 1 0 0 —4

1
7 7z 0\/-72 —36v3
c={1 v ,|[ o )=( =36
2 2 0 0
0 0 1

La ecuacidn de la superficie en el nuevo sistema de coordenadas es

99 _4-5 3 0 ,
! ! ! T T x ! ! ! _36ﬁ
« v sz v o |[y)re v o 36 | =0
4 4 !
0 0o -4/ % 0

99 45 45 9
T =AY = By + 2y — 42— 36Vx — 36y’ =

4
16
11x'* — 10V3x'y’ +y'% — ?z'z —16v3x' — 16y’ =0

La superficie es un hiperboloide de dos ramas, el cual esta orientado en forma oblicua al plano XY (véase la figura 5.3).

< . 1622
11.\"710\’)3.\‘7\‘716\/3 x+y +16y— =0

9

Figura 5.3. Rotacion sobre el plano XY de un hiperboloide de dos mantos.

EJEMPLO 5.19. Determina qué tipo de superficie es denotada por la ecuacién
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—x% +6xy —y% + 222 + 4V3x + 42y + 2V62z+10 =0

La ecuacidn puede reescribirse en forma matricial como

-1 3 0\ /x 43
(x y Z)<3 -1 0)<y)+(x y 2)4y2 | +10=0
0 0 2/ \z 26

Para comenzar se obtienen los valores y vectores propios de la matriz asociada a la forma cuadratica para obtener el
cambio de coordenadas.

=A+4)A-2)A-2)(-1)

y los vectores propios son
E(7\1,2 = 2) ={(x,x,2)|x,z € R}

E(3 =-4) ={(-y50lyeR}

de donde se pueden formar varias bases base ortonormales. Independientemente de la base, la superficie no cambiar3,
sblo la ecuacidn que la representa; por lo tanto, puede utilizarse la base siguiente:

(VBB E [ V2 V2 V6 V6 28
“{(???)'(‘7'7' )'(‘?"?'T)}

Cualquier otra base ortonormal es valida, Unicamente cambiardn los angulos de rotacién y el sentido del sistema
coordenado. Entonces, se diagonaliza la matriz asociada a la forma cuadratica.

(%) -3v2 3/2 o0 3 -1 0 2V3 3V2 /6
-6 —/6 246/ 0 0 2 23 0 2V6

1nf 2V3  2V3 243\ [4V3 122 -2V6

(%) -3v2 3V2 0 ||4/3 —-12v2 -2v6

V6 —J/6 2v6/ \4V3 0 46

1\/72 0 0

G0 -1 o)

0 0 72

V3 2v3 23 (—1 3 o> N [2V3 =3V2 —V6

2 0 0
0 -4 0
0 0 2

Para el cambio de base del vector de términos lineales se realiza la multiplicacién de la matriz de transicién de la base B
a la base candnica.

(@23 3z —ve|(#z)=(6
2v3 0 2v6/ \2v6 8

Finalmente, la superficie puede reescribirse como

2vV3 —=3v2 =6\ [4V3 (—2)
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2 0 0\ /x -2
&'y z) (0 —4 0) <y’>+ x' y' z')< 6 >+ 10=0
0 0 2/\z 8

li

X
(2x" —4y' 2z") (y’) +2x'"+6y' +8z'+10 =
Zl

2x'% — 4y +22'* = 2x' + 6y’ +8z' +10 =

La superficie puede determinarse reescribiendo su ecuacion en forma candnica.

2 2

1 3
¥ -5)  (V'-7) @ +2)7?
_( E2) L E4) e,
8 16 8

Debido a que los dos términos cuadraticos negativos tienen el mismo coeficiente, se concluye que la superficie es un
. . ., 13 . -
hiperboloide de revolucién de dos mantos con centro en el punto C (E’Z’ —2). La figura 5.4 muestra la superficioes en

el sistema coordenado rotado.

2% =2x-4y*+6y+22+8:+10=0

Figura 5.4. Hiperboloide de dos mantos.

22 I Ing. Aldo Jiménez Arteaga



	Definición y propiedades elementales del adjunto de un operador
	Definición y propiedades elementales de operador normal
	Definición y propiedades elementales de operadores, y su representación matricial
	Operadores hermíticos y simétricos
	Operadores antihermíticos y antisimétricos
	Operadores ortogonales y unitarios

	Teorema espectral
	Formas cuadráticas
	Representación matricial
	Aplicación de los valores propios y los vectores propios de matrices simétricas a las formas cuadráticas


